VWURZEL — Werkstatt Mathematik
Losungen der Aufgaben 6 — 10

Es folgen die bsungen zu den Problemen aus der zweltgarkstatt'.

Aufgabe 6 Man ermittle alle Paarg, b) reeller Zahlen, iir welche das Polynom®* + az? +b durch das Polynom? +ax +b
teilbar ist.

L osung(Peter Zimmermann, Kantonsschule Glarus, Schweiz;0Beithg von Dr. C. Miller, Jena):

Polynomdivision @ihrt auf den &hlerterm des Restpolynom@ib — a® — a? + ab) - x + (b — a*b — ab + b?). Man fuhre

die Berechnung selbst durch! Damit die Divisigaufgeht‘, muss dieser Term identisch verschwinden d. h. die Koeffizienten
mussen Null ergeben. Dies liefert die beiden Gleichungen (1) und (2), die gleichzeiltiig ®&fn niissen:

(1) a(a® +a—2b) =0 und (2) b(a®>+a—b—1)=0.

Durchspielen mehreretdfe fuhrt auf die losungen:

1. a=0 = b=0oderb=-1
2.0=0 = a=-1
3. a>+a—-20=0,a>+a—-b—-1=0 = b=1,a=1o0dera=-2.

Also ist fur (a,b) € {(0,0),(0,-1),(-1,0),(1,1),(-2,1)} das Polynome* + ax? + b durch das Polynom? + ax + b
teilbar.

Aufgabe 7 Es seiS eine Teilmenge der Meng® = 1,2,3, ... ,1000 mit folgender Eigenschaft: Sindundb zwei (nicht
notwendig verschiedene) Elemente &lislann liegt ihr Produks - b nichtin S. Wie viele Elemente kanf hochstens haben?
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Losung(Dr. C. Muller; ebenfalls gdist von Peter Zimmermann):

Es bezeichnéz| die gidfite ganze Zahl kleiner gleich Dann gilt sicher, dass die gesuchte TeilmeSgaindesten969 =
1000 — |+/1000| Elemente haben muss, denn das Produkt je zweier Zahle$i au32, 33, 34, ... , 999, 1000 ist stets gboRer

als 1000 und liegt somit nicht in/ (Beachte322 > 1000).

(Anmerkung: Um nachzuweisen, dass 969&aldich nicht verkleinert werden kann, setzen wyie= 31 — 4, b; = 32 + 4 und

ci =a;-b; :992—Z—szUrZ:0,1,2, ,29.Danni812:a29 <agg < < ag<bg<b < <byg <egg <<

co = 992. Aus dieser8 - 30 = 90 Zahlen kann mandchsteng - 30 = 60 auswahlen, da von den Zahlen, b;, c; maximal nur
zwei ausM sein kKdnnen. Von den restlicherd00 — 90 = 910 Zahlen Kdnnen wiederum nur 909 genommen werden, da die
Zahl 1 bereits darunter ist und alle anderen ausschlie®edexAlso enthlt die MengeS hdchstens 60+909=969 Elemente.)
Aufgabe 8 Welchen Inhalt hat die Bche, die vom Graph der Relatibn— 60| + |y| = |§\ begrenzt wird?

Losung(Peter Zimmermann und Siler):

Herr Zimmermann schreibfUnsere Schler sctatzen Betragsaufgaben nicht “. Mithilfe der Rechner TI-82 bzw. TI-92
undly| = |%| — |z — 60| bzw.y = |%| — |z — 60| undy = — (|%| — |= — 60]) konnte der Graph gezeichnet werden. Als
Flacheninhalt ergab sich = 480.

(Anmerkung: Dieser bisungsversuch befriedigt Puristeniiréith nicht. Wegen des

Terms |y| ist der implizite Graphiz — 60| + |y| — \%] = 0 symmetrisch zue-

Achse. Es geingt daher den Faly > 0 zu betrachten. Der doppeltedeheninhalt ¥ ..
dieses Graphen ergibt den gesuchten Wert. Nunygiit |%| — [z — 60| > 0 nur

fur48 < x < 80, diese Grenzen edt man aus den Gleichungén= 60 — x bzw. E
7 = x—60. In diesem Intervall bildet der Gesamtgragin$ > 0 das DreieckABC. . | __----
Die Grundseite des Dreiecks hat diérige’80 — 48 = 32, seine Hbhe ergibt sichiir

z = 60 zu 15. Damit hat das DreieckBC die Flaches - 32- 15 = 240. Der Drachen

ABCD besitzt daher den Inhalt 480.) D

x — 60|

\
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Aufgabe 9 Gegeben ist ein regates kinfeck PQRST mit Seitenéingea. Die Diagonale[PS] hat die langeb. Zeige:
b_a—1.

a b

Ldsung(Peter Zimmermann und Sigler):

Im reguBren Finfeck stehen Seiten und Diagonalen im \&this des Goldenen Schnitts, also gilt die \&thisgleichheit

b~ o alsob? — ab = a2 und nach Division durchb erhalten wir das Ergebni§ -3 =1L

a

C
(Anmerkung: Im regeli@Bigen Einfeck ist das gleichschenklige Dreieck mit dem Winkel
an36° an der Spitze digSchiisselfigur®. Es hat die Basiswink&°®, die Winkelhalbieren- A
de eines Basiswinkels trennt daher vom Gesamtdreieck ein @aziches DreieckD AB
ab. Das RestdreiecBC D, das so genanntstumpfe Goldene Dreieck” ist ebenfalls gleich-
schenklig. Aus deAhnlichkeit der DreieckeABC (Basis AB) und DAB ergibt sich die

Bedingungs = “_<. Somit sind im reguren Finfeck Seiten und Diagonalen im Véimis @
ithe— 1+V5
des Goldenen Schnitts= 1Y) m

A B

Aufgabe 10 Das nebenstehende Diagramm ist so mitinathen Zahlen ausziflen, dass 74
in jeder Zeile und jeder Spalte ein@ffgliedrige arithmetische Folge entsteht. 103 186

0
Losung(Peter Zimmermann und Sigler):
Diese Aufgabe interessierte die Sitdr besonders. Sie begannen richtig unten links, hatten
aber Mihe mit der Anzahl der Variablen. Dass das Problem diguhg eines Gleichungssy- 74 186
stems mit drei Unbekannten beinhaltet, war nicht allen klar. Wir belegen also die drei Nach-— T3x¢[ 103
barfelder der Null wie im Diagramm. 0l b
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Wir benutzen dabei, dass sich je zwei Glieder einer arithmetischen Folge stets um eine konstante Differenz

Damit ergibt sich folgendes System von Gleichungen:

b+3c="T4 (2. Spalte mit Differenz)
2b+2c—a =103 (2. Reihe von unten mit Differeniz+ ¢ — a)
2a + 4(b + 2¢ — 2a) = 186 (3. Reihe von unten mit Differenz+ 2¢ — 2a)

unterscheiden.

Die Losungen des Gleichungssystems ging 13, b = 50 und ¢ = 8. Damit erhalten wir

das nebenstehende, vo#latlig ausgéflite Diagramm.

Die Losungen zu den Problemen 11 bis 15 werden in einer @gnsten Ausgaben dgherkstatt' erscheinen.

Leser ermuntern, weitere kreative Resultate zu produzieren.

vWURZEL im Internet www.wurzel.org
Werkstatt Mathematik  www.wurzel.org/werkstatt
Redaktion redaktion@wurzel.org
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