VWURZEL — Werkstatt Mathematik
Polynome — Grundlagen

Wer lange genugber hunderten von Problemen géfet hat, kann bei vielen bereits erraten, aus welchem Land sie kommen.
So lieben die Briten etwa die verspielte, heitere Form. Entsprechend vérkelirkbnnen die Wege hin zur Bestimmung
numerischer Endergebnisse sein. Die Franzosen sind da eher FormalistekraBsch streng sind viele ihrer Probleme
formuliert. Schniickendes Beiwerk ist offensichtlich veémpt. Russische Aufgabenstellungen dagegen gleichen einem Spiel.
Man braucht nur wenig (mathematische) Hilfsmiti@l fliese Art von (Denk)Sport - und dennoch oder gerade deswegen kann
es ein Aher Kampf werden.
Aufgaben aus den USA fallen kaum durch typische Merkmale auf, auf3er vielleicht durch ihre grol3e Bandbreite. Und was
ist mit Problemen made in Germany? Siehe Amerika. Mit einer Eidsitung vielleicht: Deutsche Aufgabéskr haben
offensichtlich Probleme mit Polynomen. Die restliche Welt scheint umgekehrt gerad#tigdanach zu sein. Also beginnen
wir die zweite Werkstatt Mathematik mit einer Imagekampagndolynomfunktionen, erster Teil.
Ein Polynom vom Gradh, n» € N, in der Variablen ist ein Ausdruck der Form
p(7) = apnz™ + ap_12" "t + ...+ a12 + ag,

wobei die so genannteéfoeffizienterug, aq, ... , a, reelle Zahlen sind. Ist,, # 0, so hei3t, derGrad von p (geschrieben
n = grad (p)). Der Koeffizienta,, ist in diesem Fall der éichsteKoeffizient vonp. Ein Polynom, dessen Koeffizienten alle
Null sind, heiBtNullpolynom Der konstanten Funktiop(z:) = 0 wird kein Grad zugeordnet.
Beispiel L py(z) = 2% + 22 +5, po(z) = —a* + 22° — 5.62% — 22 + 4,

p3(z) =2 —9 sind Polynome vom Grad 3 bzw. 4 bzw. 7.
Zwei Polynomep undgq sind gleich, wenn sie in alleentsprechenden Koeffizientébereinstimmen. Sind die Koeffizienten
eines Polynomg ganze Zahlen, so hat sich der Nagenzrationale Funktioringeliirgert. In vielerlei Hinsicht verhalten
sich Polynome denn auch wie ganze Zahlen. Man kann sie addieren, subtrahieren und multiplizieren.
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Beispiel 2 Die Polynomep(r) = x2 + 3z + 1 undq(z) = 2 — 3z + 4 werden unter Anwendung des Distributivgesetzes
multipliziert:
(22 +3z+1)- (22 30 +4) =
2t + 323 + 22 — 323 — 922 — 3z +42? + 122 + 4 = z* — 42?2 + 92 + 4.
Ein offensichtliches Ergebnis der Multiplikation ist die folgende Ausd#iger den Grad des Produktpolynoms:
grad (p - q) = grad (p) + grad (q).

Die Division zweier Polynome ist wie die Division zweier ganzer Zahlen unbequemer, besonders wenn die Division nicht
-aufgeht’.
Beispiel 3 Division der beiden Polynomé(z) = 2® + 322 + 42 + 4 und g(x) = 22 + 2z + 1 mit der Methode der
Polynomdivision ergibt:
(23 +322 +4x+4): (22 +2z+1) =z +1
22+ 222+

22 +3x+4

22 +2x+1

x4+ 3

mit dem Quotienter(z) = = + 1 und dem Rest(z) = = + 3. Damit laBt sich der Terni% schreiben als
e — () + 22 oderf(z) = q(z) - (9() + r(z).
Das letzte Beispiel veranschaulicht ein allgemeineres Ergebnis, den so genannten
Divisionsalgorithmus fur Polynome: Sind f undg PolynomeliberR, dann existieren zwei eindeutig bestimmbare Polynome
q(z) undr(z) GberR mit f(z) = g(x) - g(x) + r(x), wobei gilt: grad () < grad (g).
Sonderfalle:
1) Polynomf teilt Polynomg ohne Rest, wenn es ein Polynom q gibt giit:) = ¢(z) - f(x). Das Polynonmy heif3t dann
Vielfachesvon f.

2) Das Polynonh heif3tgrofter gemeinsamer Teileon f undg (geschriebe = ggT (f, ¢)) genau dann, wenn
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i) h die Polynomef undg teilt und
ii) ist k ein weiteres Polynom mit der Eigenschaft i), dann teituchh.

Der Divisionsalgorithmus eignet sich mithin zum Auffinden ¢gg3 zweier Polynome. Zu jedem @Bten gemeinsamen
Teiler der Polynomg undg gibt es demnach eindeutige Polynomendt¢ mit der Eigenschaft
ggT (f,9) = s(z) - f(z) +t(z) - g().

Beispiel 4 Gesucht ist ein Polynom mit folgenden Eigenschaften:
z? + 1ist Teiler vonp(z) undz?® + z2 + 1 ist Teiler vonp(z) + 1.
Wir suchen also Polynomeundt, so dafd gilt:

px) = (22 +1)-s(x) und p(z)+1=(z3+ 2% +1)-t(x).
Beide Bedingungen liefern (@2 +1)-s(z)= (@3 +2?+1) - t(x)—1
oderaquivalent hierzu (@3 +22+1) - t(x) — (22 +1) s(x) = 1.
Die letzte Zeile besagt, daff+x2+1 undz2+1 zueinander teilerfremd sind. Wibkinen somit den Euklidischen Algorithmus
anwenden, uns undt¢ zu finden.

P42 +1=(z+1)(%+ 1) + (—z) (Polynomdivision)
22 +1=—x(-z)+
Nun stellen wir jeweils nach dem Restterm ufRijckwartsarbeiten*) und erhalten der Reihe nach
= (2*+1) +2(-x)
=@+ D) +2[(@®+22+1) — (2 + 1) (2 +1)]
=@+ )1l -2+ )] +z@®*+22+1)
=@+ + Dz — (22 +1)(@* +z-1).
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Damit bekommen wis(z) = 22 + z — 1 undt¢(x) = x. Dies liefert uns das gesuchte Polynom
px) = (2% + 1)(2* + 2 - 1).

Beispiel 5 Zeige: Der Bruc% ist fir jede naiirliche Zahln nicht mehr weiter krzbar.

n3 ) .. . s 2 . e . . .
Wenn#f;jrl unkiirzbar ist , so auch der Kehrbruéh;q,?fﬁﬂ. Mittels Polynomdivision ergibt sich nun der Reihe nach

n* +3n% +1=n(n>+2n)+ (n? +1)

n®+2n=nm*+1)+n
n’4+1l=n-n+1
n=n-1

DageT (n,1) =1 = ggT (n* +3n2 +1,n% +2n) = 1.
Beispiel @ Das Polynonp enthélt nur Terme mit ungeradem Grad. Teilt madurcha — 3, ist der Rest 6. Welchen Restf3t
p bei Division durchz? — 9?
Losung Dap nur ungerade Exponenten besitzt,jigtine sog. ‘ungerade’ Funktion, d.p(—z) = —p(x) fir allex € R.
Wegenp(3) = 6 gilt daher auchp(—3) = —6. P(x) laf3t sich nach Voraussetzung schreiben als

oenv(s) = D) = . ) afysien e, Yoraygseraung

Dagrad (r(z)) < grad (x? — 9), istr(z) = ax + b, und wir erhalten
p(3)=6=04+3a+0b bzw. p(-3) =—-6=0—3a +b.

Dies ergibth = 0 unda = 2. Der Restterm ist(x) = 2.
Beispiel 7 Welchen RestdR3t das Polynom(z) = z'%° — 22°! + 1 nach Division durch:? — 1?
Ldsung Der Divisionsalgorithmus ergibt

2100 — 2251 + 1 = (22— 1) - q¢(x) + ax + b (grad (r(x)) < grad (22 — 1)).
Einsetzen vorr = 1 in die Gleichungiihrt zua + b = 0, Einsetzen von: = —1 ergibtd = —a + b,d.h.b = 2 unda = —2.
Der Restterm ist(z) = —2x + 2.
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Beispiel 8 Es sei(1 + x + 22)" = ag + a1x + asx® + ... + ag, 2",
Man bestimme die Summe, + as + a4 + . .. + as, in Abhangigkeit vonn.
Ldsung Fur 2 = 1 ergibt sich durch Einsetzen die Summe aller Koeffiziernten
I+1+1)"=ap+a+az+...+azn,.
Nun miissen wir noch alle ungeraden Koeffizienten loswerdénzF= —1 erhalten wir entsprechend:
(1—1—|—1)”:ao—a1+a2—a3+...+a2n.
Addition der beiden Gleichungen liefeéd® + 1 =2 (ag + a2 + a4 + ... + azy).
Die gesuchte Summe i$t;-.
Beispiel 9 Zeige: Sinda, b ganze Zahlen, dan@t sich
fl@) = (z—a)*(x —b)* +1
nicht als Produkt zweier Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen.
L osung Angenommeny &Rt sich wie folgt als Produkt schreiben
(x —a)*(z —b)* +1=p(z) - q(2).
Dap(a) = g(a) = p(b) = ¢q(b) = 1, kdnnen wir annehmen:
px)—1=(z—a)(x—0) und g(z)—1=(z—a)(x—0D).
Dies liefert
p(x) - q(@) =[(z —a)( = b) +1* = (z —a)*(z = b)* + 1+ 2 (z — a)(z — b).
Also ware(z — a)(x — b) = 0, was aber nach Voraussetzung nicht sein kann.
Beispiel 10 Gesucht sind alle Polynome die fur bel.z € R folgender Gleichung gémgen:
z-plz—1) = (x—26) -px). (%)
Losung Da gen&R Bedingund*) = das Polynony teilt, folgt unmittelbar, daz — 1) ebenfallsp(z — 1) teilt und daher
auch(z — 1) Teiler vonp ist. Ahnlich laRt sich schlieRen:
(x=2)|p(z—1)=(x—2)|p(z) = ... = (z — 25) | p(x).
Somit gilt pl)=z-(x—1) - (x —2)---(z —25) - q(x)
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und plx—1)=(x—-1)-(x—2)---(z —26) - q(x — 1).
Eingesetzt in die Gleichunfx), bekommen wirg(z) = ¢(z — 1), d.h.¢(z) = a (eine Konstante). Damit difien alle
Polynomep mit
px)=a-z-(x—1)-(x—2)---(x —25) die Gleichung.

Beispiel 11 Das Polynomf(z) = ax* + ba® + cz? + dx + e hat ganzzahlige Koeffizienten und istrfiedesr € R durch 7
teilbar.
Zeige: Alle Koeffizienteru, b, ¢, d unde sind ebenfalls Vielfache von 7.
Losung Das Polynom ist nach Voraussetzuiig bel.x durch 7 teilbar, insbesonderiérf
x € {0,1,—1,2,—2}. Damit sind auch die Terme
f0)=e, f(I)=a+b+c+d+e, f(-1)=a—-b+c—d+e,
f(2)=16a+8v+4c+2d+e und f(—2)=16a —8b+4c—2d+e
Vielfache von 7. Entsprechendes gilir f

at+cte=g-[f(1)+f(=D), b+d=3-[f(1) = f(-1)],
16a+4c+e=4(4a+c)+e=5-[f(2)+ f(—2)] und 4b+d = I -[f(2) — f(-2)].
Wegenda + ¢ — (a + ¢) = 3a muB auchs durch 7 teilbar sein. Analog schlie8t man die Teilbarkeit durctirdfc undd
(z.B.giltda + ¢ — 4(a + ¢) = —3¢).
Soviel zu Polynomeniir dieses Mal. Aufgabe 6 wird das Eingangsthema nochmals variieren. Bevor wir zisiemden der
ersten Probleme kommen, gibt es décimsten Enferpack zu entwirren. Bis auf die erste Frage stammen in dieser Runde alle
Aufgaben aus den USA.
Aufgabe 6 Man ermittle alle Paargu; b) reeller Zahlen, ir welche das Polynom®* +ax? +b durch das Polynom? +ax +b
teilbar ist.
Aufgabe 7. Es seiS eine Teilmenge der Mengd = {1,2,3,...,1000} mit folgender Eigenschaft: Sindundb zwei (nicht
notwendig verschiedene) Elemente &uslann liegt ihr Produkt - b nicht in S. Wie viele Elemente kanfi hochstens haben?
Aufgabe 8 Welchen Inhalt hat die Btche, die vom Graph der Relatipn— 60| + [y| = |%| begrenzt wird?
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Aufgabe 9 Gegeben ist ein regaites Finfeck PQRST mit Seiteningea. Die Diagonale [PS] hat diedngeb. Zeige:
b_a—1.

a b

Aufgabe 10: Das nebenstehende Diagramm ist
so mit natirlichen Zahlen ausziflen, dal3 in 74
jeder Zeile und jeder Spalte einénffgliedrige
arithmetische Folge entsteht. 0

186

103

Die elegantestenidsungen sollen regeliBig an dieser Stelle v#fentlicht werden. Hierzu sind@sungsvorscilge an fol-
gende Adresse erbeten:
Paul Jainta, WerkvolkstralRe 10, 91126 Schwabach

Oder als e-mail: PaulJainta@aol.com bzw. P.Jainta@odn.de
Fur weitere Anregungen, Hinweise oder Anmerkungen bin ich sehr dankbar.

Paul Jainta, Schwabach
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