VWURZEL — Werkstatt Mathematik
Polynome — Teil 1l oder Probleme losen mit Quadratfunktionen

Es passiert im Alltagsgeschehen oft, dass mit Kanonen auf Spatzen geschossen wird. Auch in der Mathematik — vor allem im
schulischen Matheunterricht — begegnet einem gelegentlich die Unsitte, mit einem riesigen Formelappiaictd Fragen
regelrecht tot zu schlagen. Dies ist nicht die feine Art, mathematische Probleme aus der Welt zu schaffen. Elégainter w
solchen Rllen, mit einfacheren Mitteliiberzeugende Ergebnisse — auch zu scheinbar schwierigen Problemen — hervorzuzau-
bern. Bestes Beispiel: Die Quadratfunktion.
Jeder kennt das Gebilde aus der neunten Klasse. Was kann man mit den so genannten Parabeln noch anderes anstellen, :
immer nur Nullstellen und Scheitelpunkte zu finden? Betrachten wir also ein Polynom vom Grad zwei der Gejtalt
ax? + bxr + ¢, mita, b, c € R, a # 0. Um eventuell vorhandene Nullstellen einer quadratischen Funktion aiifamsdihrt
der Weg meistengber die losungsformel einer quadratischen Gleichung:
5 b | Vb —dac

0=f(r)=ar"+br+c=0 () = x15= 2a:l: 90 .
Der RadikandD = b? — 4ac heif3t Diskriminante der Gleichur(g). Damit lassen sich die beiderdungen Krzer schreiben:
Tio = 3= (—b+t VD). Ob die Gleichungx) in R ldsbar ist oder nicht, entscheidet diese Diskriminante (daher der etwas
schwerdllige Name — discriminare (lat.) bedeutet trennen, absondern). Die folgende Tébelldrei nbgliche Rlle auf:

Diskriminante | D <0 D=0 D>0
Art der Losung | zwei komplexe| reelle zwei reelle
Losungen Doppelbsung| Losungen

Dieser Sachverhalt liefert uns nun zwei bedeutsame Hilfsmittel @¢auhg etwas schwierigerer Fragen.

1) Anwenden der bsungsformel z. B. bei der Untersuchung einer verzwickten Gleichung, die man durch geschickte Um-
deutung auf eine quadratische ickfiihren kann.
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2) Die so genanntguadratische Erganzungeines algebraischen Terms zum vdllsdigen Quadrat.
Was darunter zu verstehen ist, zeigt die folgende Umformung:

b
fx)=az’+bz+c=a- (2> + = -2)+c
a

b\> »?
(“m) T ia?
ca (e b P —dac (BN D
a 2a da 2a 4a

Da nun(w + %)2 > 0 fur allex ist, kdnnen wir die Funktionswerte vofinach unten (oben) absitzen:f(z) > —ﬁ far
a > 0 (d. h. f nimmt einen kleinsten Wert an) bzyi(z) < —ﬁ fura < 0 (f hat also einen Maximalwert).
Zusammengefasstf(z) > 0 fur allex € R genau dann wena > 0 und D < 0 bzw. f(z) < 0 fur allez € R genau dann
wenna < 0 und D > 0. Bei den folgenden Beispielen erkennt man gut die &létfen Einsatzraglichkeiten von 1) und 2).
Beispiel 1 Welchen kleinsten Wert kann der Teffifz) = z? — 8z + 21 firz € R annehmen?

Losung: Wir erganzenT zu einem vollsindigen Quadrat, indem wir zt? — 8z die Zahl 16 addierenz? — 8z + 21 =
2? —8x+16+5 = (x —4)? + 5. Da das Quadrgtr — 4)? nicht negativ werden kann, ergibt sidirf: = 4 der kleinste Wert
T(4) = 5. Diese Methode klappt auch, wenn mehrere Variablen im Spiel sind.

Beispiel 2 Welchen Mittelpunkt) hat die Ellipse mit der Gleichungi:? + 6y% — 242 + 12y = 20?

Losung: Wir ordnen zuerst die Variablen und klammern geeignete Faktoremtats:— 6x) + 6(y? + 2y) = 20. Durch
passende Additiondnnen wir die beiden Klammerterme zu vaiistligen Quadraten gigzen:(z? — 6z) + 36 + 6(y? +
2y) + 6 = 62 bzw. 4(x? — 6z + 9) + 6(y% + 2y + 1) = 62 oderd(z — 3)% + 6(y + 1) = 62. Dies ist die so genannte
Mittelpunktsgleichung der Ellipse. Der Punkf(3, —1) ist ihr Zentrum.
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Beispiel 3 Gibt es eineindeutige Funktiongi: R — R mit der Eigenschaftf (2?) — f2(z) > 1?
(Hierbei bedeutetf?(z) = [f(x)]?)
Losung: Es gibt keine reelle Funktion mit dieser Eigenschaft. Dazu schauen wir uns die Zahte® undz, = 1 an, die
beim Quadrierenetwas aus der Rolle fallen‘ {ff beide Belegungen soll nach Voraussetzung gejtén: — f2(0) > 1 bzw.
f(1) = f?(1) > 1. Beide Ungleichungendnnen wir bei Anwendung der binomischen Formgl- 2ab + b* = (a — b)?
umformen:[f(0) — 1]? < 0 bzw. [f(1) — ]* < 0. Daraus folgt abef (0) = f(1) = 1, d. h. die Funktionf ist dann nicht
mehr eineindeutig. Daher gibt es keine Funktion mit der geforderten Eigenschatft.
Beispiel 4 Man zeige: Mindestens eine der Zahter b2, b — ¢?, ¢ — a?, a, b, ¢ € R ist kleiner oder gleich.
Losung: Wir nehmen an, alle drei Zahlen sindo@er alsi. Dannista — b2 + b — ¢ + ¢ — a®* > 1 + 1 + 1 oder
a? —a+b®—b+c* — ¢ < —3. Dreimalige quadratische Eagzung ergibt schlieBlicfu — %)2 +(b— %)2 + (c— %)2 <0,
was aber wegen der Quadrate nicht sein kann. Die Annahme ist daher falsch.
Manchmal ergeben sich durch geschickte algebraische Manipulation(en) von selbst quadratische Terme. Man muss nur einer
Blick dafur entwickeln:
Beispiel 5 Bestimme alle Tripelx, y, z) reeller Zahlen, welche das Gleichungssysterilkenf:
2?2 =4(y—1) y?=4(z—1) 22 =4(x - 1)

Losung: Addition der beiden Seiten des Systerabrt aufz? + y? + 22 = 4(y — 1 + 2 — 1 + x — 1). Ausmultiplizieren der
Klammer und Umstellen ergibt?> — 42 + 4 + 3% — 4y + 4 + 22 — 4z + 4 = 0. Hier stehen also bereits drei Quadratterme,
die Gleichung verlrzt sich zu:(z — 2)? + (y — 2)2 + (2 — 2)? = 0. Die einzige lbsung dieser Gleichung und damit des
Gleichungssystems ist das Tridel y, z) = (2,2, 2).
Gelegentlich&sst sich ein vollgindiges Quadrat auch durch gleichzeitige Addition und Subtraktioypdassenden gemisch-
ten Gliedes herstellen.
Beispiel 6 Zerlegeda®* + b* in ein Produkt.
Losung: Wir ,schieben’ zwischen die Summandgrt undb* den Termda?b? ein und ziehen ihn gleich wieder ab:

4a* 4+ b* = da* + 4a?b? + b* — 4a%b? = (2a® + b*)? — (2ab)? = (2a® + 2ab + b?)(2a® — 2ab + b?).
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Ein anderes, erspriel3liches Anwendungsfeld sind Ungleichungen.

Beispiel 7 Zeige die Giltigkeit vona? + b? + ¢? — ab — bc — ca > 3(a — b)%.

Losung: Der Ungleichungstyp ist gedthnungsbeidrftig, denn die linke Seite endlit die Variablec, die rechts nicht auftaucht.
Schauen wir uns also die linke Seite genauer an. Sie erinnert an drei uivoidg quadratische Terme. In der Tahken
wir schreibens? + b% 4+ ¢ — ab — bc — ca = £ [(a — b)® + (b — ¢)? + (c — a)?]. Wie kriegt man aber die Variabteweg?
Wegen(z — y)? > 0ist auchz? — 2xy + y? > 0 bzw. 22 + y? > 2xy. Addiert man auf beiden Seiten nochmafs+ 42,

folgt 222 + 2y > 22 + 2zy + y? und damitz? + y? > 1(z + y)? (x). Jetzt konnen wirc los werden, denn wege(r)
gilt (b —¢)2 + (¢ —a)> > L [(b—¢) + (c — a)]* = L(b— a)?. Damit lasst sich die linke Seite der gegebenen Ungleichung
folgendermalRen schreiben:

a?+ b2+ —ab—be—ca=

N —

[(a—b)2+(b— )2—|—(c—a)2]

L(b—a)2

2% (a—b)2—|—%(b—a)2 = Z(a—b)2.

Beispiel 8 Welchen minimalen Wert nimmt der Terfi(z, y, z) = 2% + y* + 2% — 4xyz an? ¢, y, 2 € R)
Losung: Wir miissen die Summandert, y* und z* geschickt zu Quadraten éngzen. Dazu subtrahieren wir die Terme
2z2y% und2z2 — 1 und figen Sie am Ende wieder hinzu:

T(z,y,2) = a* —22°y° + y* + 2" — 222 + 1 — dayz + 22%y* + 227 — 1
= (2% —yH)? + (2% = 1)2 +2(2%y? — 2zyz + ) — 1
=@ =)+ (22— 12+ 2wy — 2)* — 1.

Da jetzt auf der rechten Seite drei quadratische Terme stehenZKang, z) nicht kleiner als—1 werden, die zum Beispiel
fir die Belegung: = y = z = 1 angenommen wird.
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Zum Schluss noch einige ungewohnte Anwendungen der Diskriminante.

Beispiel 9 Gegeben ist ein allgemeines Dreieck mit den Innenwinkels, ~. Fur den Ausdruclcos(aT‘ﬁ) . cos(a—;[’) -
cos2("7+ﬁ) gebe man eine obere Schranke an.

Losung: Wir habena + 8 + v = 7. Der gegebene Term sajl heiRen:cos?(2E2) — cos(252) - cos(E2) +y = 0.
Die erhaltene Gleichungdkinen wir nun als quadratische Gleichuﬁgo‘os(#) ansehen. Die Diskriminante hat den Wert
D= cos%‘%ﬁ) —4y. Damit die Gleichung reelledsungen hat, mug8 > 0 sein. Daraus ergibt sigh< 1 cosQ(aT*ﬁ) <4
daCOSQ(%) < 1. Somit ist} eine obere Schrankérfden gegebenen Term.

Beispiel 10 Zeige:z? — zz + 22 + 3y(x +y — 2) > 0 (x) furz,y, 2 € R.

Losung: Wir betrachten die linke Seite der Ungleichung als quadratische Funktion in der Variabfén) = 22 — 2z +
2% + 3y(x + y — z) mit den Parameterp und z. Nach Ausklammern und Zusammenfassen yamd z ist f(z) = 22 +
x-(3y — 2) + 3y - (y — 2) + 2. Die Gleichungf(z) = 0 hat die DiskriminanteD = (3y — 2)? — 4 - (3y? — 3yz + 2%) =
=3y? +6yz — 322 = =3 (y? — 2yz + 22) = =3 (y — 2)? < 0 furalley, = € R. Der Koeffizient des:2-Terms ista = 1
und daher ist nach Bedingung fjx) > 0 fur allez: € R. Damit ist(x) gezeigt.

Beispiel 11 Fir die Innenwinkeky, 3, v eines Dreiecks gilt:—1— + 1 + 1 = /3 (x). Von welcher Art ist das Dreieck?

tan o tan 3 tan
Losung: Wegentan y = tan[r —(a+/3)] = — tan(a+3) = —f25atta b konnen wir(x) auch so schreibefgotien s 4

% = /3. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzenait= tana, b := tan § und erhalterit + <=1 —

V3 (*%). Nach Beseitigung der Bruchterme und geeignetem Ausklammern reduzietsicauf a?(b> — v/3b + 1) +
a(b — V/3b%) +b> = 0 (xxx). Dies ist nun eine quadratische GleichungzinDamit sie bsbar wird, muss gelter® =
(b—/3b%)%2—4-(b>—/3b+1)-b* > 0. Nach Vereinfachung ish = —b2-(b—+/3)2. Flirb = /3 verschwindeD. Hatten wir
in Gleichung(x#*) nach Potenzen vdnsortiert, ftte sich die analoge Gleichubty (a? —v/3a+1)+b-(a—+v/3a?)+a? =0
ergeben mith = 0 fir a = /3. Die Bedingung *) ist daher nuriir ¢ = tana = v/3 undb = tan 3 = /3 zugleich eriillt
d. h. fira = 5 = 60°. Das Dreieck ist gleichseitig.
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Beispiel 12 (Suzhou Secondary School Mathematics Competition 1983, China)

Fur welche reellen Werte wird der TermT" = ﬁ%ﬁié ganzzahlig?

Ldsung: Durch Polynomdivisiondsst sichl” in einen ganzrationalen und einen echt gebrochenrationalen Anteil zerlegen:
T(x) =1+ z2f§zl+3' DamitT ganzzahlig wird, muss der Restterm= zzf‘g;+3 eine ganze Zahl ergeben. Multiplikation
mit dem Nenner und Sortieren nach fallenden Exponeritert fuf die quadratische Gleichung?® — (3r + 1)z +3r —1 = 0.

Daz reellist, musD = (3r+1)2 —4r(3r — 1) > 0 werden bzw. nach Vereinfachuig? — 10r — 1 < 0. Die Losungsmenge

dieser Ungleichung erhalten wir durch quadratischeikzang:

TQ—ET—1<O<:> r—§ 2<§ — 7“—§
3 3~ 3) 79 3

28
<./Z22
-V

2 5 2 5
— —1<—§\f7+§grg§\ﬁ+§<4.

Dar ganzzahlig sein soll, sind nur die Weftgl, 2 und3 moglich. Dafir ergeben sich alsdsungenr; = —1, z3/3 = 2+/2,
Tyy5 = %, xGN%. Man kann leicht nachfifen, dass diese Werte den Tefhganzzahlig machen.

Beispiel 13 Gegeben ist eine quadratische Gleichurd + bz + ¢ =0, a,b, ¢ € Z.

Man zeige: Sind die Koeffizientan b undc alle ungerade, dann hat die Gleichung nur irrationdsungen.

L osung: Wir zeigen: Die Diskriminante der Gleichung ist keine Quadratzahl. Wehnc ungerade ganze Zahlen sind, muss
D = b? — 4ac ebenfalls ungerade sein. Die Quadrate ungerader ganzer Zahlen sind von d&kFermk < Z, denn fir

n € Zist(2n+1)?> =4n* +4n+1=4n(n+ 1) + 1 = 8k + 1 (da eine der Zahlen, n + 1 gerade sein muss). Weil b, c
ungerade sind,dnnen wir schreiberu = 2m + 1,b=2n+1,¢ = 2r + 1 (m, n, r € Z). Dies ergibt @ir die Diskriminante:
D=(2n+12—4@m+1)(2r+1) =4n(n+1)+1—4-[dmr +2(m+r) +1] = 8- [% — 2mr — (m+r)} —3.
Die Diskriminante hat aber nicht die Foi®k + 1, ist daher keine Quadratzahl.
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Das Vorstehende kann nun gleich an Aufgabe 16 ausprobiert werden. Die restlichen Probleme sind noch ganz frisch, sie
wurden im April 2000 den Teilnehmern am Gebietswettbewerb de©3ferreichischen Mathematik Olympiade vorgelegt.

Viel Spal3 nun bei der Beséftigung mit den Schmankerin aus dem Nachbarland.

Aufgabe 16 Gesucht sind alle reellendsungen der Wurzelgleichung:

V322 — 182 + 52 4+ /222 — 122 + 162 = /— a2 + 62 + 280

Aufgabe 17 Fur welche ndirlichen Zahlem gilt: 2" > 10n? — 60n + 80 ?
Aufgabe 18 Zu jeder reellen Zaht bestimme man alle reellen die der Gleichung2z +1)* + axz(z +1) — & = 0 geriigen.

Aufgabe 19 Wir betrachten zwei Kreisé; (My,r1) und ko(Ma, o) mit z = MMy > r1 + 9 und einer gemeinsamen
auB3eren Tangente mit den Barpunkten”; und P,. Die Beiihrpunkte liegen auf derselben Seite der Zentidlé\/s. Wir
verandern nun die Radien so, dass ihre Summe- 7o = ¢ konstant bleibt. Welche Menge von Punkten dugcifil der
Mittelpunkt der Tangentenstreckg P,, wennr; von 0 bis ¢ variiert wird?

Aufgabe 20 Gegeben ist die durch die Rekursiog, ; = w furn > 1 definierte Folgdu,,).
a) Man bestimme die Folgengliedeirfu; = 1.

b) Man zeige: Ist ein Folgenglied nicht ganzzahlig, so sind auch alle nachfolgenden Glieder nicht ganzzahlig.

¢) Man zeige: Zu jeder néatlichen ZahlK gibt es einu; > 1, so dass die ersteid Folgenglieder néirliche Zahlen sind.
Die elegantestendsungen sollen regekiBig an dieser Stelle vi&gffentlicht werden. Hierzu sind @sungsvorschiige an fol-
gende Adresse erbeten:

Paul Jainta, Werkvolkstrasse 10, 91126 Schwabach
oder als e-mail: PaulJainta@aol.com bzw. P.Jainta@odn.de
Fur weitere Anregungen, Hinweise oder Anmerkungen bin ich sehr dankbar.

Paul Jainta, Schwabach
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