"YWURZEL - Werkstatt Mathematik
Polynome — Teil V: Elementarsymmetrische Funktionen.

Es gibt Gleichungssysteme, die lassen sich mit schulischen Mitteln nicht bzw. nur @esam knacken. So musste etwa in
der 2. Runde (= Gebietswettbewerb) def&terreichischen Mathematischen Olympia@&1Q) 1978 das folgende System
in reellen Zahlen géist werden:

3r+y+z2=1 0}
(y—2)"+(z—2)" +(z—y)* =68 @
z-(y—2)2+y - (z—a)*+z-(z—y)? =16 3)

Wer hierbei brav das Einsetzungsverfahren anwenden wolltéedvohl rasch vor dem notwendigen Rechenaufwand kapi-
tuliert haben. Ein kleiner Trick dtte dabei jedoch die Zahl der Rechenschiitterschaubar halten und am Ende sicher zur
Auflésung des Systematiren lonnen. Wir niissen nur das Ergebnis des Wurzelsatzes von Vieta (aus Teil V) uminterpre-
tieren. Dies fihrt uns daher zum Begriff deymmetrischen Funktion. Fassen wir die linken Seiten der Gleichungen (1)—(3)
als (unterschiedliche) Polynome in den Variahlem, z auf, so ist das gegebene System symmetrisch, da es bei jeder Permu-
tation (= Vertauschung) der Variablen un&mdert bleibt. Die entsprechenden Polynome heil3en ebenfalls symmetrisch. Wir
verallgemeinern;

Definition 1 Eine Funktionf(x1, zs, ... ,z,) heiBtsymmetrisch, wenn sie unter allen Vertauschungen der Variablen
T1,...,Z, invariant d. h. unveindert bleibt.

Man tiberpiift eine Funktion auf Symmetrie, indem man nachweist:

Furallek € {1,... ,n =1} gilt: f(x1,... ,24) = f(@1,. . ,Tk—1, Tht1s The, Thit-2, - - - > Tn) -
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Beispiel 1

a) Die Funktionenf(z,y) = cos(z+y), g(z,y,2) = 1 +3zyz + 2% +y? + 22 oderh(z,y, 2) = (z—z)? - (2 —y)? - (y —x)?
sind symmetrisch.

b) Nicht symmetrisch dagegen siffdz, y) = sin(y — ), dasin(x — y) = sin[—(y — x)] = —sin(y — z) # sin(y — «) oder
ebenso das Polynogiz, y) = 22 + 2xy + 5y%. Vertauscht man darin undy ergibt sich das vop verschiedene Polynom
g(y, ) = y? + 2yx +522. Auchk(z,y,2) = (x—vy) - (x — 2) - (y — 2) ist nicht symmetrisch, da(z, y, 2) = —k(y, z, 2).

Die beiden einfachsten symmetrischen Polynome in zwei Variablerssifa, y) =« + y undsa(x, y) =« - y. Mit diesen

Funktionen lassen sich alle symmetrischen Polynome in zwei Variablen darstellen. EigittmallgemeinErsetzt man

in einem Polynom f(yy,y2) die Variablen y;, yo durch y; = s1(x1,x2) bzw. yo = sa(x1, z2), so erhilt man das Polynom

f(x1 + xo, x1 - x2), das symmetrisch in x1, x5 ist.

Definition 2 Die Polynomes; (z1,z2) = x1 + @2 Und sy(z1, 22) = x1 - 2 heilRenelementarsymmetrische Funktionen in

zwei Variablen.

Beispiel 2 Driicke das Polynonjfi(x, y) durchs; unds, aus:
a) flz,y) =2 +y° b) f(z,y) =a® +22°y + 22¢® + ¢° .

Zu a): Esistf(z,y) = 22 + y? = (z + y)? — 22y = 57 — 2so.

Zub): Esistf(z,y) = (x + y)® — 2%y — 2y? = (x + y)® — xy(x + y) = 57 — s251.

Um eine allgemeine Methode zur Darstellung symmetrischer Polynome (in zwei Variablen) mit Hilfe der elementarsymme-
trischen Funktioner, s, angeben zu énnen, bedtigen wir noch einen weiteren Begriff. Die Potenztermec'y® eines
Polynomsf(z, y) gehen problemlogber ina;; s4. Die restlichen Glieder fassen wir zu Paangyn:lyﬂ + aj;x7y* zusammen
(wobeii > j). Wegen der Symmetrie vofi(z, y) mussa;; = a;; gelten, wir lonnen alsau;;(zy)? = amsé ausklammern.

Es bleiben also noch die so genannten Potenzsummen= 27 + y*~7, Doch auch diese Summen sind dukghund s,
darstellbar.
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Definition 3 Die symmetrische Funktion in zwei Variablep(z, y) = 2% + y*, k € N, heitk-te Potenzsumme.
Mithilfe des binomischen Lehrsatzes
n_n.n n.n—l n.n—22 n_n
(a+b)" = (0> a™ + (1> a" b+ <2> a" it 4+ (n) b
sind im Folgenden die ersteirff Potenzsummep, = 2* + 4* durchs; unds, ausgedickt und aufgelistet:
p=rz+y=s
po= 12 + 3% = 57 — 239 (siehe Beispiel 2 a)
p3= 2% 9P = (¢ +y)° — Bay(e +y) = 53 — 3152
pa=2* +yt = (v +y)* — day(2? + y?) — 622y = s7 — 4sy - py — 653 (4)
= 51— 4s89(5? — 259) — 652 = 57 — 45359 + 253
ps=12° +y° = (z +y)° - Say(2® +y°) — 102%y* (2 + y)
= 57 — bsgpz — 108381 = ... = 87 — 5s3sy + Hs153.
Prinzipiell lassen sich alle Potenzsummgndurch die folgende Rekursionsformel bestimmen>(2):
pr = a* +y"
= (@+y) @+ —ay(@ T 4y )
=51 Pk—1— 52" Dk—2- 5)
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Beispiel 3 Driicke das Polynonjfi(x, y) durchs; unds, aus.
a) f(z,y) = 2%y + 2%y? + 2%y* + zy® + 2%y + xy®. Wir zerlegen dazy paarweise in Summen der Atty; + x;y;,
faktorisieren passend und ersetzen die Potenzsummen entsprechend. Es ist
flx,y) = @y + 2y°) + (2 + 2%y") + (a%y + 2y?)
= ay(e! +y*) + (29)*(2® + *) + 2y(z + y)
= Sops + 5P + 5281
= 59+ (5] — 4828y + 252) 4 52 - (52 — 259) + 5152

= 5159 — 35252 + 5152,
b) f(z,y) = (x — y)?™2 Es ist
fla,y) = [(z = )" = [2® + y* = 22y]'%" = [(2 + y)® — day]"
= (57 — 4s7)'00L
c) flx,y) = (z + 4y)(2x + 3y)(3z + 2y)(4x + y). Nach geeigneter Umstellung ist
f(z,y) = (z + 4y)(4z + y) (22 + 3y)(3z + 2y) = [4(2® + 9°) + 172y][6(2® + 3?) + 13xy]

= [4(s% — 289) 4 1755][6(s7 — 252) + 1353] = (457 + 952) (657 + 52) .

Ein Vergleich der Funktionesy (z, y) undsz(z,y) mit dem Satz von Vieta {fr Polynome zweiten Grades) ergibt die folgende
bemerkenswertgbereinstimmung: Sind; undz, die Nullstellen eines Polynonf§x) = asx? + a1« + ag, dann kann man
den Wert eines beliebigen symmetrischen Polynoms an den Nullstellef dorch die Koeffizienten voif ausdiicken.
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Beispiel 4 Berechne den Wert vam= z° + 3°, wennz, y die Nullstellen vonf(z) = 2 + = — 19 sind.
Nach Vietaistt + y = —1 = s; undz - y = —19 = s5. Daher ist (weged)
a=ps =5 —5ssy + 55153
= (-1 =5-(=1)% - (=19) +5- (1) - (=19)* = —1901 .

Beispiel 5 Welche reellen bsungen hat die Gleichung97 — = + /z = 5?
Mit y = /z undz = /97 — z vereinfacht sich die Gleichung zif + 2* = 2 + 97 — x = 97. Damit erhalten wir das
Gleichungssystemy+ z = 5 undy* + 2* = 97. Mit s; = y+ 2 unds, = yz wird darauss; = 5 undsj —4s%s, + 253 = 97.
s1 = b eingesetzt, liefert die quadratische Gleichuig- 50s5 + 264 = 0 mit den Losungers, = 6 bzw. s, = 44. Dies fuhrt
auf die beiden Systeme

() y+z=>5 und yz =6 bzw.

() y+z=5 und yz =44.
Das System (1) wird durch die Paatg, z1) = (2,3) und(y2, 22) = (3, 2) erflllt, das System (I1) hat nur komplexékungen
und entéllt daher. Wie man leicht nachrechnen kann, liefert das erste System die re&lemgen:; = 16, x5 = 81.
Beispiel 6 Die Nullstellenx, 2o der Quadratfunktiorf (z) = 22 + x + ¢ geriigen der Bedingung:

223 223

2+x2 241

Bestimmec.
Wir schreiben die Bestimmungsgleichung bruchtermfrei:

203(2+ m1) + 2052+ 22) + (2+21)(2+22) =0 bzw.
4(517?"‘253)+2($%+5E3)+4+2((E1+5E2)+1’1LCQZO
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Mit den Potenzsummenformeln bzw. mit = x; - x5 folgt nun

45? — 125189 + 25‘11 - 88%82 + 43% +4+2s81 +59=0. (6)
Wegens; = x1 + x5 = —1, so = x1 - z2 = ¢ (Vieta) erhalten wir durch Einsetzen éheine quadratische Gleichunigrfc:
4¢? + 5¢ = 0. Die Losungen dieser Gleichung singd= 0 undc; = —%.

Beispiel 7 Die Zahlenz, x» sind die Losungen vom:? — 6x + 1 = 0. Zeige: Der Terme} + x4 ist fur allen € N ganzzahlig
und nicht durclb teilbar.

Wegens; = x1 + 22 = 6 Uundsy = xy25 = 1sindp; undpy = 22 + 23 = s? — 25, = 36 — 2 = 34 ganzzahlig und
nicht durchb teilbar. Die Rekursior lautet hier:p, = 6 - pr_1 — pr_2. Aus der Ganzzahligkeit vop, undp, folgt auch
die Ganzzahligkeit vopy, (k > 2). Wegens; = s = 1 (mod 5) ist pr = pr—1 — prk—2 (mod 5). Als Folge der Restgy,
modulo 5 ergebensichnua =2,p1 =1, po=4,p3=3, 4 =4,ps=1,ps =2,p7=1,...

Nach sechs Schritten wiederholt sich das Raat), die Folge ist periodisch ohne Null.

Ubung 1 Das quadratische Polynoif(z) = 2 + pz + ¢ hat die Nullstellenz;, z». Welche Quadratfunktion besitzt als
Nullstellen die Terme

a) =2 und 3 b) 224z, und z; +x3?

Ubung 2 Die Lésungent,, z» der Gleichung:? 4 bz — 1 = 0 geriigen der Bedingung:

3 3
T L
+

=0.
r3-3 23-3

Bestimmeb.
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Beispiel 8 Lose das folgende Gleichungssystem: 4° = 31 undz +y = 1.

Man kann das Problem auch so formulieren: Welche Quadratfunktiondsaiigen:, y die das Systendken? Setz¢(z) =

22 + px + ¢. Nach Vieta ists; = —p und sy = ¢. Mit der Potenzsummenformelif p; folgt damit: 31 = 2® + 3° =

87 — bstsy + bsys5 = —p° + bp3q — 5pq?. Daabep = —s; = —(z +y) = —1 ist, ergibt sich eine quadratische Gleichung
in ¢: 5¢°> — 5g — 30 = 0. Sie hat die bsungeny; = 3, g2 = —2. Die beiden Polynome sind, (z) = 22 — = + 3 bzw.
fa(z) = 22 — 2 — 2, deren Nullstellers; = 1‘12& unds, = “”Tﬁl bzw.z; = —1 undz, = 2 sind die Llosungen des
Gleichungssystems (Hierbei sind die ersten beidésubgen aber komplex).

Ubung 3 Welches quadratische Polynom mit Nullstelten; ,|ost* das Gleichungssystem?

a) =2+ azy+y® =49 ot + 2%y + ¢yt =931
b) 22+y>=T7+uay 23+ =6y — 1.

Mit dem Begriff ,elementarsymmetrische Funktiorésist sich der Satz von Vieta (vgl. Heft 5/01, S. 106) auf beliebig viele
Variable erweitern und auchikzer formulieren.

Wurzelsatz von Vieta Sindzy, ... ,z, die Nullstellen des Polynomg(z) = 2™ + a;2™ ! + ... + a,, SO gelten @ir die
Koeffizientena,, die Beziehungeny;, = (—1)*-sy(z1,... ,2,),k = 1,... ,n. Dabei sind die;, die elementarsymmetrischen
Funktionen in den Variablen,, ... , x,. Es gilt:

Sp(T1, .. 1) = Z Ty * e Ty, -

1<i < <ig<n
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Es ist also:

0,12—(.131—|-.1‘2—|—...—|—$n)

a2 = T1T2 + 213+ ...+ Tp_12Tn

Ap = (—1)n$1$2$n
Zum Beispiel sind die drei einfachsten elementarsymmetrischen Funktionen in drei Variablen:
si(z,y,2) =z +y+z sazy,2) =wy+aztyz ssz(x,y z2)=ayz )

Fur spatere Zwecke geben wir die ersten vier Potenzsummen ebenfalls tabellarisch an. Sie lassen sich wie oben entsprechen
herleiten:

pa=a? +y’ + 2% = s — 25

p3= 2% + > + 2% = 53 — 35150 + 3s3

pa=at +y* + 2t = st — 4525y + 252 + 45153

(8)
Ps= x5 + y5 + 25 = s? — 55?52 + 55153 + 53%33 — 55983
Ubung 4 Zeige:

a)ps = 59 — 6sfsa + 95753 — 255 + 65353 — 12515953 + 353
b) 2%y? + 229yt + 222 + 2224 + y? + 2t = s%s% — 23% — 23?53 + 4818983 — 33%.
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Beispiel 9 Fur welchen Wert: € R sind die Nullstellenry, 5, 3 des Polynomg'(x) = x® — 622 + ax + a zugleich auch
Losungen der Gleichung:; — 3)? + (z2 — 3)? + (23 — 3)? = 0?

Esists; = 6, s = aundsz = —a (nach7) und dahep; = 6, py = 52 —2s9 = 36 —2a, p3 = 53 — 35152 +3s3 = 216 —21a.
Mit dem binomischen Lehrsatz erhalten wir

0= (z1 —3)?+ (2 —3)*+ (v3—3)*=p3 — 3p2-3+3p, - 3° —3.3°
=216 — 2la — 9(36 — 2a) + 27 -6 — 81 = —27 — 3a

und daraus schlielRlicth= —

Beispiel 10 Man zeige: Die Zaht = €/%+ v/—2+ {’/g ist eine Nullstelle vory (z) = z3 + /6 - 22 — 1.

Wir setzen hierzu, = Q/I az = {/—2 undas = {/g. Dann gilt

1 3/1 2 4 2
a1+a2+a3_ :57 ai-as-az = g Z .§:_§ und

s+ anoy +azay = -2 oA S
() -

Wegenpz = (a1 + as + a3)® — 3(ay + az + az)(aras + araz + azaz) + 3ay - as - a3 folgt % =a®—3a- —5a— % bzw.

0=as+ ¥/6-az — 1, d. h. die Zaht = /1 + {/—2 + {/# ist Nullstelle vony.
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Ubung 5
a) Die Nullstellen vonf(z) = 2® — 222 + x — 12 seienzy, x2, x3. Welches Polynom dritten Grades hat die Nullstelién
x3 undz3?
b) Zeige: Rira +b+c=0,a,b,c € R, ista* + b* + c* =2 (ab + ac + be)?.
¢) Man bestimme ein kubisches Polyngfiti:) mit den Nullstellenr; + x5, 1 + 23, 2 + x3, Wennzy, z2, 3 die Nullstellen
eines Polynomg(z) = z° + pz? + qx + r sind.
Mithilfe von elementarsymmetrischen Funktionen lassen sich symmetrische Polynome in (symmetrische) Faktoren aufspalten.
Beispiel 11 Man zerlege das Polynoif(z, y, z) = 2° + y® + 2% — 3 - xyz in ein Produkt von symmetrischen Polynomen.
Nach8ist f(x,y,2) = s7 — 35182 + 3s3 — 3s3 = s5 — 35152 = s1(s7 — 3s2). Daher Bsst sichf darstellen als

f@y,2) = (@ +y+2)-[(z+y+2)° =3y + vz + y2)]
:(x+y+z)~(z2+y2+2271y—zzfyz).

Ubung 6 Zerlege ebenso

a)(z+y)(z+2)(y+2)+2yz und

b) (2% + y® + 22 +ay + 22 +y2)? — (x + y + 2)*(2? + y? + 2?).

Die Methode der symmetrischen Polynome ist besonders praktisdiefLosung von Gleichungssystemen, zumal wenn z. B.
die linken Seiten der Gleichungen nur symmetrische Polynome sind. 8ffirda @mlich durch Umschreiben des Systems

als neue Variable elementarsymmetrische Funktioneiileiah. Der Vorteil liegt auf der Hand: Das so erhaltene System hat
gewdhnlich einen niedrigeren Grad.
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Beispiel 12 Lose das Gleichungssystem ¢, z € R)
(1) z24+y+z=1 (2) P +yP 2 trayz=at oyt 42 1.

Das System hat keinedsung. Um das einzuseheiihfen wir elementarsymmetrische Funktionen ein und erhalten 1,
23+ 2 + 23 +ayz = 53 — 35159 + 353 + 83 = 57 — 45780 + 283 + 45183 + 1. Fur s; = 1 vereinfacht sich diese Gleichung
zu2s3 — so + 1 = 0. Die quadratische Gleichung hat keinédung, da die Diskriminant® = 1 — 8 negativ ist.

Zum Schluss soll noch die Eingangsaufgabe aus d&BO 1978 besprochen werden. Gesucht sind also d&ihgen des
Systems

(1) r+y+z=1
@) (y—2)*+(z—2)" + (z —y)* =68
(3) - (y—2)2+y-(z-2)+z-(r—-y)*=16.

Wir driicken die drei Gleichungen wieder durch elementarsymmetrische Funktionen aus und erhalten:
N sy =1.
I (y—2?2%+ -2 +@—y)?=2x+y+2)?—6(xy+arz+yz) =68
und schlieRlichs? — 3s, = 34.
) 2 (y—22+y - (z—2)*+2 (z—y)°
= xy? — 2aeyz 4+ 122 + y2® — 2wyz + 22y + 222 — 2wyz + 922
=x(zy + 2z +yz) + y(zy + zz2 + yz) + z(zy + 2z + yz) — Yxyz
=(x+y+z)(ey+zz+yz) —9zyz =16
und damits; s, — 9s3 = 16.
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Wir bekommen also das viel einfachere Gleichungssystem
(l) s1=1 (”) S% - 332 =34 (”l) §182 — 983 =16

mit den Losungers; = 1, s, = —11 unds3 = —3. Sindz, y, z Losungen der Gleichun@ — z)(a — y)(a — z) = 0, so sind
sie auch Bsungen der Gleichung — s;a? 4 soa—s3 = 0d. h. vona® —a? —11a+3 = 0. Eine Losung der letzten Gleichung
ist (durch Probieren); = —3 und nach Division durcka + 3) ergibt sich die quadratische Gleichua§— 4a + 1 = 0; ihre
Losungen sind, 3 = 2+ /3. Da das Gleichungssystem symmetrisch istaiinnan alle sungstripel durch systematisches
Vertauschen der Werte , ao, as:

L={(-3,24+v3,2-V3):(=3,2 - v3,2+ V3); (2 + V3, 3,2 — V3);
(2+ V3,2 - V3,-3);(2— V3,-3,2+ V3); (2 - V3,2 + V3,-3)}.

Wir haben oben gezeigt, dass sich auch Potenzsummen (mit zwei oder drei Variablen) durch elementarsymmetrische Funk-
tionen darstellen lassen. Dies ist sogartfeliebig viele Variablen iglich (Newton-Relationen). Dazu mehr in dérahsten
»Werkstatt'. Als Dreingabe gibt es weitere Anwendungen zur Methode der elementarsymmetrischen Funktionen (u.a. zur
Losung komplexer Gleichungssysteme). Aufgabe 26 hat wieder etwas mit dem heutigen Thema zu tun. Der Rest ist Spielmate-
rial aus Bulgarien. Denn wie sagte doch schon der fiaiszhe Mathematiker Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783):

,,Die Mathematik ist wie ein Spielzeug, welches uns die Natur zuwarf zum Troste und zur Unterhaltung in der Finsternis®.

Aufgabe 26 Man zeige: Sindz, b zwei verschiedenedsungen der Gleichung* + 23 = 1, dann ist ihr Produkt - b eine
Losung vone® + 2% + 2% — 22 — 1 = 0.

Aufgabe 27 Untersuche, ob die Hunderterziffer des Terms

21999 + 22000 + 22001
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gerade oder ungerade ist.

Aufgabe 28 Gegeben ist ein RechteckBC D mit den SeiterdngenAB = a, BC = b. M und N sind zwei Punkte auf den
SeitenBC bzw. C D, so dassiir den Umfang: des Dreieck€® M N gilt: v = a + b. Zusatzlich ist N A Winkelhalbierende
von<DNM.

a) Welche Beziehung besteht zwischeand b?
b) Welche Weite hat der Winkélf AN ?

Aufgabe 29 Acht Kinder teilen sictv19 Nusse. Jedes Kind hat verschieden vielesde. Von je zwei Kindern ist die Anzahl
der Nisse des einen Kindes ein ganzzahliges Vielfaches der ZahlideseMes anderen. Wie vieléidse hat jedes Kind ?

Aufgabe 30 Fur welche reellen Werte ist die Ungleichung
qcos 2z + a2 sin? S )

allgemein gjltig?

Schicken Sie mir Ihre Spielergebnisse. Die elegantesten Spidlagisgollen wieder an dieser Stelledféentlicht werden.
Hierzu sind losungsvorsclilge an folgende Adresse erbeten:

Paul Jainta, Werkvolkstrasse 10, 91126 Schwabach

oder als e-mail apaul.jainta@fuemo.dezw. p.jainta@odn.de
Fur weitere Anregungen, Hinweise oder Anmerkungen bin ich sehr dankbar.

Paul Jainta, Schwabach
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