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Eine Bemerkung zum JMC-Beitrag von
Cimpeanu

von ULRICH ABEL, Gieflen-Friedberg

1 Einleitung

In seinem Beitrag [2] zum Junior Mathematical Congress (JMC) 2008 be-
trachtet Radu Cimpeanu Summen der Gestalt

Sn(a,b):—F(a—Fn)—i—zn:F’(b—kk) (1)
k=0

mit reellen Zahlen a,b und untersucht ihr asymptotisches Verhalten fiir
n — oo. Etwas genauer ausgedriickt berechnet Cimpeanu unter gewissen
Bedingungen an die Funktion F' die beiden Grenzwerte

Ly := lim n(Sp(a,b) — S(a,b)),

n—oo

Ly := lim n(n(S,(a,b) — S(a,b)) — L1)

n—oo

(vgl. 3L OQ 2210]), wobei vorausgesetzt wird, dass

S(a,b) := lim S,(a,b) (2)

n—oo

existiert. Das wesentliche Hilfsmittel ist eine Variante des Satzes von Stolz
und Cesaro, die Cimpeanu [2, Theorem 3| zunéchst beweist.

Das Ziel dieser Anmerkung ist es, das asymptotische Verhalten der Folge
(Sn(a,b))nen etwas tiefergehend zu untersuchen. Unter geeigneten Voraus-
setzungen besitzt diese Folge eine asymptotische Entwicklung der Form

Sula,b) ~ 3" erlah)  (n—o0) 3)
k=0

mit von n unabhéngigen Koeffizienten ci(a,b). Diese Beziehung bedeutet,
dass fiir jede nichtnegative ganze Zahl ¢

Zik (a,b) +o(n™7) (n — o0)
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gilt. Es ist klar, dass mit den obigen Bezeichnungen
CO(av b) = S(aa b)7 C1 (av b) = L17 CQ(CL) b) =1Ly

gilt, sodass die Berechnung von L; und Lo den Anfang der asymptotischen
Entwicklung liefert. Als konkrete Anwendungen seines Theorems 3 unter-
sucht Cimpeanu die beiden Folgen

n
, 7r
T, = —mln(a +n) +251n (b—i—k)

(siehe [3, OQ 2211]) und

- 1
—1 E tan —
nn—i—k_1 ank

(siehe [B, OQ 2212]). Da beide Folgen keine unmittelbaren Spezialfille der
Gleichung sind, definieren wir im Folgenden etwas allgemeiner

Sn(a,b):H(a+n)+§n:F’(b+k). (4)
k=0

Die Koeffizienten ci(a,b) in Gleichung héngen dann von den beiden
Funktionen H und F’ ab.

Satz 1. Es seien a,b € R. Gegeben seien Funktionen H und F, deren
Ableitungen in fiir t > a bzw. t > b konvergente Laurent-Reihen

SN Rt (za), H@O=Y itV (28 ()

entwickelbar sind mit
h1+ f1=0. (6)

Dann existiert der Grenzwert (2)) und die in (4]) definierte Folge (S, (a,b))nen
besitzt die vollstidndige asymptotische Entwicklung

Sp(a,b) ~ Zik (n — o)

mit Koeffizienten

Xk: ( ) hi1-ia’ + Frpa-ib'), (7)

=0

pv\H
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wobel

v—1

- —1
FI/ZZ(VK >Bgf,/_g (V:17"'7q) (8)
=0
und By die Bernoulli-Zahlen bezeichnen.

Bemerkung 2. Aus Gleichung folgt die Existenz sdmtlicher Ableitun-
gen mit

- —1
FED (1) = (_1)¢01 v v —
()= (=D > o ) Foet (¢=0,1,2,...)
v=0+1
Insbesondere ergibt sich
lim t‘FO@) = (1) -1 (€=1,2,..) (9)

t——+o0

(die Existenz dieser Grenzwerte wird von Cimpeanu [2, Seite 154] vorausge-
setzt).

Bemerkung 3. Gleichung liefert
Fr=hHh
Fy=Bofa+ Bifi = fo — %J‘H
Fs=Bofs +2B1fa+ Bafi = fs— fo + éfl
Fy = Bofs+3B1fs+3Bafo+ Bsfi = 4fs — gfs + %f2
Fs = Bofs +4B1fa+6Bafs +4Bsfo+ Bafi = f5 — 2fa + f5 — 3*10f1
Fs = fo — gf5+gf4— éfz
Damit erhélt man aus (]ZD unter Beachtung von @ die ersten Koeffizienten

der asymptotischen Entwicklung . Aus Platzgriinden beschrianken wir
uns auf

ci(a,b) = (b—a+;> fi— fa—ha,

Cg(a,b)—;[<a2b2bé> fi+(2b+1)fs — f3+ 2ahs — h3| .
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Beweis: Als Hilfsmittel verwenden wir die Eulersche Summenformel fiir ¢-
mal stetig differenzierbare Funktionen f:

o=/ i dt+2 S £ ) £ (m) )

(=t
q!

+

/ Byt~ 1) (s

m

wobei By(-) die Bernoulli-Polynome und By = By(0) die Bernoulli-Zahlen
bezeichnen (siehe z. B. [I, Theorem D.2.1, p. 619]). Daraus folgt unter Be-
achtung von By = 1

a
Sn(a,b) =H(a+n)+ F'(b +Z ZB@ {F(é)(b—i—n) —F(e)(b)}
=0

(-1
q!

+ / By(t — [t))FY*D (b + t)dt .
0

Aus der Eigenschaft (9) folgt (wobei n — o0)

o 1

/Oo B, (t — LtJ)F(q“)(b—i—t)dt’ < cq/ Wdt =0(n79).

Zur Vereinfachung der Notation definieren wir die Funktion

Gapg(z) = H<a+ 1>+F’(b)

wobei
(1t =
I, - T/0 By(t — [¢])FD (b + t)dt
Damit gilt

Sp(a,b) = Ggpq(1/n)+O0(n™9) (n — o). (11)

Aus Voraussetzung (5] folgt durch Integration von H' bzw. F’ fiir beliebiges
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zg > 0:

00 azx —v+l1 —v+1
1 axr +1 ( +1) -
H - | -H =Ryl h,~—=2
(a+1) - HG) = atog L1 5

v=2

—v+1

ba + 1 00 (bw—i—l)_”""l . xau+1

+szy ]

F(b-ﬁ-i) —F(xo)zfllog

und damit wegen h; 4+ f; =0

( ) ( )‘F(l‘o)—H(a:O):

a:nJrl) v+l —u41 00 ba:+1) —v+l et

z _
+Zh ) —v+1 : +Zf” —v+1 )

(Fir z < 0 wihlt man einfach einen beliebigen, aber festen, Zweig des Lo-
garithmus. Die ,Problemterme* log o2z heben sich dann beim Subtrahieren
weg.)

Lassen wir xzy gegen Unendlich streben, folgt die Existenz des Grenzwerts
tligrnoo(F(t) + H(t)) und

#larg)+r(o+1)=

v—1 v—1
lim (F(t)+ H(1) + filog bx“ i () + 4 () .

v—1

filo

t——+oo

In Verbindung mit Voraussetzung (5] folgt daraus, dass G4, in einer Um-
gebung von 0 analytisch ist. Insbesondere existiert

Ganb,g(0) = ilg}) Gabq(2),
was nach aquivalent zur Existenz der Grenzwertes ist. Da G p,q(2)

im Punkt z = 0 analytisch ist, kann die Funktion in einer gewissen Umge-
bung von z = 0 in eine Potenzreihe

oo (k)
Gapg(z) = Z Gal;{i;]m)xk
k=0
entwickelt werden mit G, 5 4(0) = S(a,b), so dass
q-1
Sp(a,b) = S(a,b) + C’“:ﬁ; Y yom ) (- o)
k=1
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mit Koeffizienten
LA
ck(a,b) = HGa,b,q(O) ~

Wir berechnen die erste Ableitung

Gopgle)=—z%H +i ZBKF““) byt
a,b,q T

el e £ )

3 o0 T v oo v
o 2L§_:1hu<ax+l> +ZF bx+1)

mit

q = Z (l/; 1)Bgfl,g (V S N) .
£=0

Zweifellos gilt FiY = F, fir 1 <v < g+ 1.

Fiir eine in einer Umgebung von 0 analytische Funktion

x) = ijxj
j=0

und ¢ € R gilt fiir |ez| <1

Bei der Umformung (x) wird (cz+1)77 als (3~ (—cz)")? geschrieben. Die
Binomialkoeffizienten geben dann die Haufigkeit des Auftretens der jeweili-
gen Potenz im Produkt an. Man erhélt sie induktiv, analog zur Formel fiir
die Kombination mit Wiederholung.
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Wendet man obige Beziehung auf die Funktion G o an, ergibt sich

o0

Glpg(r) = [h1$+zxk2( )hk i )i—l—Fl[q]x

EAEC ]

K2

und wegen hy + Fl[q] = h1 + f1 = 0 schliefflich

o k+1

k+1 i
woa@ == (U ) O+ ).
k=0 =0
Daraus erhalten wir fiir alle £ = 1,2, 3,... unmittelbar
k
k i
Gflgq( =—(k—1) (-1 ()hk+1 ia’ +F,£‘ﬂ1 ).
=0

Da ¢ € N beliebig gewdhlt werden kann, ist Satz 1 damit bewiesen.

Beispiel 1

Wir wenden nun den Satz an auf das Beispiel

7r
Sp=—-mln(a+n —|—Zsm(b k‘)

fiir a,b > 0 (siehe |3 OQ 2211]). Hier gilt

_ ! T / LT = (_1)U T\ 2t
H(z) = —wlnz, H'(x)=—, F(x)_SIHx_;)(Z/H)!($>

und damit
hy = — _ > _ (71)11 2v+1 _
1= -, hy*O(V_Z) f2u+1* (21/—}—1)'7r ) le/*O(VENO)-

Satz 1 liefert die Koeffizienten

k
cela,t) = 6% 0 = CF <mk - eu(h) Fkﬂ_ibl‘) ,
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wobei nach Bemerkung 3
1 3 3
F1:7T, F2:—77T7 ngg(ﬂ'—ﬂ'), F4:*7T.
Insbesondere erhalten wir

1
cl(a,b):—7ra—F2+F1b:7r<b—a+2)

6
(—4a® + (20 + 1)(26* + 2b — 7?))

1
ca(a,b) = g <a2 -0 —b+ —(n? - 1))
T

cs(a,b) = 15

Beispiel 2
Statt S, (siehe [3, OQ 2212]) betrachten wir

n+1 n
1
Sn+1 :—ln(n—kl)—l—ZtanE:—ln(n+1)+2tank+1
k=1 k=0
mit a = b =1, wobei
-1
H(I):*lnl’, H/(l‘)zi, ]’},1:—1’ h’/:O(yZQ)7
T
R L A7(4Y —1)By, (17!
F'(z) =tan — = S L e S AL
(z) - Vz_;l( ) (2v)! (x)
Tz 343 1525 315a7 tTE)
L 4Y(4” — 1)B,,
v—1= —1 v 1— v = 0 N .
f2 1 ( ) (21/)| ) f2 (VE )
Dann gilt

=1
Snr~ Y —per(L1)  (n— o)
k=0

mit
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Nach Bemerkung 3 erhalten wir die folgenden Werte:

k 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
F 1 -1 1 _1 13 _1 1 _ 17 859 _ 31
k 2 2 2 30 3 45 90 5670 315
c (1 1) 1 3 7 225 g 658 1667 _ 117377 19939 _ 4881007
LASE 2 4 6 120 135 210 9072 945 141750
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