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Spieltheorie 2 — Okonomische Modelle

von LEV MARKHASIN, Jena

Im Anschluss an den Einfiihrungsartikel [I] zur Spieltheorie im letzten Heft
wenden wir uns nun Anwendungen aus der Marktwirtschaft zu. Dabei geht
es darum, dass zwei oder mehrere Unternehmen ein Produkt herstellen und
miteinander auf dem Markt konkurrieren. Jedes Unternehmen hat seine eige-
ne Technologie, von der die Produktionskosten abhéngen. Diese beeinflussen
natiirlich den Preis, von dem wiederum der Absatz abhidngen wird und da-
mit auch der Profit. Fiir die Unternehmen soll das Ziel gelten, den Profit
zu maximieren. Als strategische Variablen kénnen der Preis, die Quantitét,
die Qualitdt, die Werbung sowie Investitionen in Entwicklung u.a. fungie-
ren. Wir werden den Markt durch unterschiedliche Modelle beschreiben. Es
gibt zwei Md6glichkeiten der Betrachtung der Entscheidungen der Unterneh-
men: Entweder gehen wir davon aus, dass Entscheidungen simultan und
ohne das Wissen iiber die Entscheidungen anderer getroffen werden oder
sie konnen nacheinander getroffen werden. Wir wollen annehmen, dass alle
Unternehmen iiber die Technologie der Konkurrenz informiert sind, d.h.,
die strategischen Profile sind gemeinsames Wissen. Man bedenke, dass es
sich bei allen Modellen um Ann#herungen der Realitit handelt und viele
Faktoren weggelassen werden.

1 Das Modell von Cournot

Wir beginnen mit dem einfachsten Modell. Dabei wihlen die Unternehmen
ihre Strategien simultan. Es wurde von Augustin Cournot im Jahr 1838 for-
muliert. Die Idee hinter dem Modell ist, dass jedes Unternehmen sich auf
eine Produktionsmenge festlegt und das Produkt dann auf den Markt wirft.
Die Nachfrage bestimmt dann den Preis, der sich in einem Gleichgewicht
einpendelt. Mit y; bezeichnen wir die Menge des hergestellten Produkts des
i-ten Unternehmens, mit Y = y; + ...+ yy die Gesamtmenge des Produkts
auf dem Markt. Das strategische Profil bezeichnen wir mit y = (y1,...,yn).
Den Profit des i-ten Unternehmens bezeichnen wir mit IT;. Das Modell geht
davon aus, dass eine Verénderung von y; keinen Einfluss auf y; (j # 1)
nimmt. Diese Annahme ist nicht unrealistisch, wenn die Produktion des i-
ten Unternehmens ein kleiner Teil der Gesamtproduktion ist. Das Gleichge-
wicht dieses Modells nennt man Nash-Cournot-Gleichgewicht. Mit p = p(Y)
bezeichnen wir den Preis des Produkts, der sich in Abhéngigkeit vom An-
gebot entsprechend der Nachfrage einpendelt. Mit C;(y;) bezeichnen wir
die Produktionskosten, die natiirlich von der Menge und den Technologien
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abhéngen. Der Profit des i-ten Unternehmens berechnet sich dann folgen-
dermafsen:

i(y) = p(Y)y: — Ciys), i=1,...,N.
Unser Ziel ist es den Profit zu maximieren, also suchen wir

maxIL;(y) = max [p(Y)y; — Ci(y;)], i=1,....N.
Yi Yi

Das Nash-Cournot-Gleichgewicht ist der Mengenvektor y* = (y7,...,yn)s
der fiir alle i gleichzeitig den Profit maximiert. Dazu miissen wir nach y;
ableiten und null setzen. Wir suchen also den Mengenvektor y*, der das
Gleichungssystem

op(Y) 9Cy

Y)+ —5—=0
p( ) n oy o
8p(Y) 6C’N
Y)+ —— =0
p(Y) +yw oyn oyn

erfiillt. Wir miissen zusétzlich fordern, dass die Funktionen des Profits kon-
kav sind, sodass wir nicht die zweiten Ableitungen beriicksichtigen miissen.
Ist das Gleichungssystem geldst, so kann man mit den Quantitdten ausrech-
nen, wie sich der Preis einpendeln wird sowie welche Produktionskosten
und welcher Gewinn zu erwarten sind. Zur Veranschaulichung betrachten
wir nun den linearen Fall und zur Einfachheit mit nur zwei Unternehmen.

Beispiel. Wir haben also einen Markt, auf dem zwei Unternehmen tditig
sind und ihr Produkt in Konkurrenz zu einander absetzen. Der Preis hinge
dabei linear von der Gesamtmenge ab, d. h. fir a,b > 0

p=a—bY =a—0b(y+y2).

Zur Einfachheit wihlen wir lineare Kostenfunktionen und nehmen an, dass
der mengenunabhingige Anteil null ist. Also

Ci(yi) = kiyi mit k; >0,i=1,2.
Der Profit ist damit

Il = (a = b(yr + y2))yi — ki -
Es ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

oIl
L —a—2y — by — k1 =0
o
oIl
72:&72by27by17k2:0.
0y
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Als Losung ergibt sich also

*_a—2k1+k2 und *_a—2k2+k1
Y1 = 3b Yo = 3b .
Der Preis im Gleichgewicht ist
« « « a + kl + kg
P :a—b(y1+y2):f.

Der Profit der Unternehmen ist damit

(a — 2k + ko)? (a —2ks + k1)®
9b 9b '

Man kann jetzt verstehen, wieso es sich bei dem Cournot-Gleichgewicht
gleichzeitig um das Nash-Gleichgewicht handelt. Es lohnt sich fiir ein Unter-
nehmen nicht einseitig die Quantitét zu dndern, da der Profit dann nicht op-
timal wére. Deshalb spricht man vom Nash-Cournot-Gleichgewicht. Als klei-
ne Ubungsaufgabe berechne man die Quantititen, den Preis und die Profite
im Gleichgewicht fiir N Unternehmen mit Kostenfunktionen C;(y;) = ky;
flir alle 1.

I} = bzw. 1I5 =

2 Kollaboration und Verrat

Die beiden Unternehmen aus dem vorherigen Abschnitt entschliefen sich
nun ihre Einkiinfte zu erhohen, indem sie sich zu einem Kartell zusam-
menschliefsen. Das heiftt, anstatt den Preis vom Markt bestimmen zu lassen,
sprechen sie sich ab und bestimmen selbst den Preis. Dabei geht es darum,
dass der Gesamtprofit der Branche iiber die Gesamtmenge der Produktion
maximiert wird. Dabei nehmen wir an, dass die beiden Unternehmen die
gleiche Technologie besitzen, also k = k1 = ko. Der Gesamtprofit ist dabei

=10 +1Iy = (a — b(y1+y2)) (Y1 +y2) — k(y1+y2) = (a = Y)Y — kY.

Um iiber die Gesamtmenge zu maximieren, leiten wir nach Y ab und setzen

null:
% =a—20Y —k=0.
Damit erhalten wir
a—k
2b
Die Produktion des einzelnen Unternehmens ist die Hélfte der gesamten

Produktion. Somit erhalten wir

Y =

x_a—k
2 4b

Y =y
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zum Preis von

k
pK =a—bY = a4 —;
und die Profite sind ( k)2
mE =i = 20
1 2 8b

Wir erinnern uns, dass im letzten Abschnitt die Ergebnisse bei gleichen
Produktionskosten

a—k , a+2k _, . (a—k)?
BT T S T

gewesen waren. Das heifst, in einem Kartell konnen die Unternehmen eine
kleinere Menge herstellen, diese zum hoheren Preis verkaufen und einen
héheren Profit erwirtschaften.

Y=y =

Nun haben sich die beiden Unternehmen auf Kooperation geeinigt. Wéhrend
sich das zweite Unternehmen an die Vereinbarung hélt, rechnet das erste
noch mal nach. Was passiert, wenn es sich nicht daran hilt? Der Profit des
ersten Unternehmens unter der Annahme 3, = y& ist

a—k
I (y1, 95 ) = (a—b <y1 + 4b>> Y1 —kyr -

‘Wir berechnen das Maximum:

8H1 a—k 3 3
—— =—a- —2byy —k=-a—-k—2by; =0.
e a 4 Y1 4a 4 Y1
Damit ergibt sich
v_3 a—k
Yy = 8 b .

Das erste Unternehmen wiirde also im Fall des Verrats die Produktionsmen-
ge heimlich erhéhen. Der Preis wiirde sich dann auf

5 3 5
PV =a—by +yl)=a— g (a—k)=Za+ck

einpendeln. Von einem Verrat wiirden also die Verbraucher profitieren, da
der Preis fallen wiirde. Die Profite sind dann

9 (a—k)? 3 (a—k)?
nv = 2=k B 7 A C 0
LA 32 b

Also steigt der Profit des Verriters, wiahrend das ehrliche Kartellmitglied
den Kiirzeren zieht. Es gilt

MY <1y <f <1y
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Wir veranschaulichen uns das Problem, indem wir die Profite in eine Matrix
schreiben, wobei wir g = a — k setzen.

Kooperation | keine Kooperation
2 P 2 2
. g g 39~ 99
Kooperation Sh° 8b 32b° 64b
. . 9g° ﬁ ﬁ i
keine Kooperation b 390 9% 9b

Der Leser mége sich nochmal die Tabelle vom Gefangenendilemma aus dem
ersten Teil anschauen. Man stellt fest, dass es sich dabei tatsachlich um ein
analoges Problem handelt. Die Losung ist also der nicht-kooperative Markt,
den wir im letzten Abschnitt betrachtet haben.

3 Modell von von Stackelberg

Heinrich von Stackelberg schlug im Jahr 1934 ein weiteres Modell vor. Es
unterscheidet sich sehr stark von Cournot. Dabei geht es um einen Markt,
der von einem Unternehmen beherrscht wird, das die Bedingungen diktiert.
Die anderen Unternehmen warten die Entscheidungen des Marktfithrers ab
und entscheiden sich anschliefsend. Wir werden wieder nur zwei Unterneh-
men betrachten. Die Verallgemeinerung auf N Unternehmen ist jedoch nicht
schwer und sei dem interessierten Leser iiberlassen.

Es beginnt also der Marktfiihrer (L wie Leader). Er versucht seinen Profit

UL (yr,yr) = p(Y)yr — Cr(yi)

zu maximieren, indem er die richtige Menge produziert. Dabei muss er schét-
zen, wie der Konkurrent (F wie Follower) handeln wird. Der Leader be-
rechnet also zuerst die Antwortfunktion des Marktfolgers. Das funktioniert
wiederum indem die Profitfunktion

Or(yr,yr) = p(yr, yr)yr — Cr(yr)

nach yr abgeleitet und null gesetzt wird. Anschlieffend wird die Gleichung
nach yrp umgestellt und man erhélt yr = R(yr) die Antwortfunktion des
Folgers. Diese wird in die Profitfunktion des Marktfiihrers eingesetzt, sodass
sie nur noch von y; abhéngt. Sie wird anschliefsend maximiert, indem sie
nach yp abgeleitet und null gesetzt wird. Man stellt diese Gleichung dann
nach y; um und erhélt die Strategie des Marktfiihrers. Die Strategie des
Marktfolgers ergibt sich dann ebenfalls iiber die Antwortfunktion.
Betrachten wir das gleiche Beispiel, das wir im Abschnitt iiber das Cournot-
modell betrachtet haben, d. h., der Preis und die Produktionskosten hangen
linear von der produzierten Menge ab:

p(Y)=a—-0Y =a—blyr +yr), Cryr) =kryr, Cr(yr) = kryr .
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Also
Hr(yr,yr) = (a —blyr + yr))yr — kryr -

Nach dem Ableiten erhalten wir

oIl
= by, —2byp —kp =0
dyr
und stellen um: b L
a—byr —
ur = R(ys) = 24—

Dann maximieren wir
a—byr, —k
Iz (yr) =r(ye, R(yr)) = (G —b (yL + yQLbF>) yr — kryr
_a— 2k + kg
N 2
mit Hilfe der Ableitung:

3HL7G—2]€L+kF7b -0
L B yrL =V.

b
YL — iy%

Die Losung lautet also
a—2kp, + kp

2b ’

. R *)7a—b%—kp a2k — 3kp
Yp = \Yr) = 2% = b :

yr, =

Das Produkt wird zum Preis

a+2kr, + kp

Pt =a—-blyy +yr)= 1

verkauft. Die Profite der Unternehmen sind demzufolge

I — %yz bow. 10 = W%_
Der interessierte Leser moge diese Profite ausrechnen und sich davon iiber-
zeugen, dass in diesem Modell der Marktfiihrer einen hoheren Gewinn er-
zielt, als im Cournotmodell und der Folger einen niedrigeren. Der faule
interessierte Leser, moge sich davon wenigstens an Hand von Zahlenbeispie-
len iiberzeugen. Der Follower hat die Moglichkeit seine Strategie von der
Antwortfunktion unabhéngig zu wihlen. Wenn er seine Menge erhoht, so
senkt er damit den Marktpreis, womit er nicht nur sich selbst schadet, son-
dern auch dem Marktfithrer. Unter Umsténden, kann er seine Strategie so
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wahlen, dass der Profit des Leaders kleiner wird als im Cournotwettbewerb.
Das gibt dem Follower die Moglichkeit dem Marktfiihrer vorher zu drohen,
dass, wenn er nicht die Cournotstrategie wahlt, der Follower vom Gleichge-
wicht abweichen und dem Marktfiithrer dabei maximalen Schaden zufiigen
wiirde. Der Leader kénnte jedoch annehmen, dass es sich dabei um einen
Bluff handelt, da der Follower selbst Einbuften erleidet.

4 Das Modell von Bertrand

Das Modell mit der Quantitdt als strategische Grofe iliberzeugte Joseph
Bertrand nicht. Er hielt es fiir unrealistisch, dass sich der Preis tatsédchlich
einpendeln wiirde, sodass er im Jahr 1883 ein neues Modell prisentierte,
dessen Idee darin bestand, den Preis als strategisches Mittel anzunehmen.
Die Unternehmen legen einen Preis fest, anschliefend bestimmt der Markt
die herzustellende Menge. Wir miissen wieder vereinfachende Annahmen
treffen. Zum einen nehmen wir an, dass fiir die Kéufer keine anderen Fak-
toren eine Rolle spielen aufser dem Preis. Sie kaufen das billigste Produkt.
Werbung, Qualitdt u.a. werden vernachléssigt. Zum anderen nehmen wir
an, dass jedes Unternehmen eine beliebige Nachfrage befriedigen kann. Wir
beschrinken uns aufserdem wieder auf zwei Unternehmen.

Wir bezeichnen mit p; und ps die festgelegten Preise der Unternehmen. Wir
gehen nun aufserdem von gleicher Technologie fiir beide aus, mit linearer
Abhéngigkeit, d.h. C1 = ky1, Co = kya, £ > 0. Die Quantitdten hidngen
von den Preisen ab: y; = y1(p1,p2), y2 = y2(p1,p2). Die Profite sind dann

I (p1,p2) = (p1 — k)y1(p1,p2), Ha(p1,p2) = (p2 — k)y2(p1,p2).

Die Idee des Modells ist nun die, dass die Kunden ausschlieflich bei dem
Anbieter, dessen Preis niedriger ist, kaufen. Das Unternehmen mit dem nied-
rigeren Preis bedient also die komplette Nachfrage, wihrend der Konkurrent
nichts verkauft. Bieten beide das Produkt zum gleichen Preis, so teilt sich
die Nachfrage zwischen beiden zu gleichen Anteilen auf. Wir betrachten
nun vorerst einen Markt mit einem Monopolisten. Dessen Preis, Menge und
Profit seien mit p, y = y(p) und II bezeichnet. Sei p,, der Preis, der den
Profit des Monopolisten maximiert. Man beachte, der Monopolist kann den
Preis diktieren, er bestimmt ihn, wobei er nur darauf achtet, dass der Profit
maximal ist, d. h.

Oy, = (P — K)y(pm)

soll maximiert werden. Die Losung dieses Problems ist leicht, einfach nach
dem Preis ableiten, null setzen und nach dem Preis umstellen. Nun wenden
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wir uns wieder dem Problem mit zwei Unternehmen zu. Die Funktionen der
Mengen koénnen dann folgendermafen bestimmt werden.

y(p1) falls p1 < po
yi(p1,p2) =< 3y(p) fallsp=p; =ps.
0 falls p; > po.

Man kann davon ausgehen, dass 0 < p; < p,, sein wird. Das ist logisch,
denn mit einem Konkurrenten ist der Preis selbstverstédndlich niedriger als
in einem Monopol. Entsprechend kann man die Menge fiir das zweite Un-
ternehmen formulieren. Die Losung des Problems ist, dass es genau ein
Nash-Bertrand-Gleichgewicht gibt, und zwar, wenn p; = py = k. Die Un-
ternehmen sind also gezwungen zum Produktionspreis zu verkaufen, um
wenigstens keine Verluste zu machen. Die Profite sind also null. Um zu
verstehen, warum das so ist, iiberlegen wir welche Mdglichkeiten man als
Unternehmen hat. Der Preis wird nicht unter den Produktionskosten liegen,
sonst macht das Unternehmen Verlust. W&hlt ein Unternehmen nun einen
Preis, der hoher ist als der Preis des Konkurrenten, so verkauft es nichts und
muss den Preis senken. Bieten beide Unternehmen ihr Produkt zum gleichen
Preis an, der hoher ist als die Produktionskosten, so teilen sie den Markt
auf. Jedes Unternehmen ist bestrebt, den Preis zu senken, um dem Konkur-
renten Marktanteile wegzunehmen. Das heifst, alles andere als p; = ps = k
ist kein Gleichgewicht. Bleibt zu zeigen, dass es sich bei p; = ps = k um
ein Gleichgewicht handelt. Das ist aber leicht, denn keiner der Konkurren-
ten hat den Drang den Preis zu senken, da dann Verluste drohen und keiner
wiirde den Preis erhohen, da damit Marktanteile verloren gehen. Man merkt
also, dass es sich dabei wieder um ein Dilemma handelt, denn die Losung
ist schlecht fiir beide.

Falls die Produktionskosten unterschiedlich sind, so ist die Losung fiir denje-
nigen mit den niedrigeren Kosten, den Preis knapp unter den Produktions-
kosten des anderen anzusetzen oder falls das Ergebnis fiir ihn im Monopol
niedriger ist, dann den Preis des Monopols zu wahlen. Das Unternehmen
mit den hoheren Kosten kann nicht gleichziehen und das erste beherrscht
den Markt.

5 Gemeinsames Gut

Anschliefsend méchten wir noch ein soziales Dilemma betrachten. Dabei geht
es darum, dass in einer Gemeinschaft jedem Mitglied eine bestimmte Men-
ge eines Guts zur Verfiigung steht. Dabei kann es sich um Geld, Land, Zeit
uvm. handeln. Jeder kann einen Teil seines Guts an die Allgemeinheit ab-
treten. Davon wiirden alle profitieren. Jedoch weifs jeder, dass sein Beitrag
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flir die Allgemeinheit vernachlassigbar gering ist im Vergleich zum gesamten
gemeinsamen Gut, sodass er denken konnte, dass er nichts spenden muss.
Wenn jedoch alle so denken, so ist das gemeinsame Gut leer. Das Problem
aber ist, dass gleichzeitig jeder bestrebt ist von dem gemeinsamen Gut zu
profitieren. Ein konkretes Beispiel wire dass in einer Stadt die Einwohner
einen Park einrichten mochten. Jeder kann etwas von seinem privaten Land
stiften. Je mehr gestiftet wird, desto besser wird der Park, umso mehr Erho-
lungsanlagen entstehen. Wenn man aber sein eigenes Land der Allgemeinheit
iiberlésst, dann verliert man privates Land, das einem ebenfalls Freude und
Erholung bringt. Nehmen wir an, dass sich die Erholung eines Einwohners
1 mit
E; = P%% a,bec[0,1]

berechnen lésst, dabei habe der Ort N Einwohner, P sei die Parkfliche und
x; = k(so — ¢;) die Erholung, die man im eigenen Garten erlebt. Jeder hat
auflerdem den gleichen Garten der Fliache sy und ¢; ist die Fliache davon,
die Einwohner i fiir den Park aufgibt. Also

P=c+...4+cn-

Die Aufgabe des Lesers ist das Nash-Gleichgewicht dieses Problems zu fin-
den. Man beachte, die strategische Grofe ist ¢;. Zum Vergleich, es kommt

asg
a+ Nb

C; =

heraus.

Noch ein kleiner Nachtrag zum ersten Teil: Auf der Homepage [2] von R. Savani
kann man die Gleichgewichtspunkte von Bimatrixspielen berechnen lassen. Wir danken
Herrn Althéfer fiir den Hinweis.
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