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Editorial 2

Editorial

Liebe Leserin, Lieber Leser,

Herausgeber defWURZEL ist eine Gruppe von Mathematikstudenten und Mitarbeitern der Friedrich-Schiller-Universitét
Jena, die sich zusammengefunden hat, um andere mit ihrer Begeisterung fiir die Mathematik anzustecken. Neben unsere
Schilerakademie Mathematik ist die Zeitschrift eine Gelegenheit, an besonders begabte und mathematisch interessierte Schil
ler heranzutreten und ihnen etwas mehr Mathematik als in der Schule zu bieten. Leser sind nicht nur Schiler der gymnasialen
Oberstufe, sondern auch Lehrer, Studenten und andere Mathematikinteressierte in Deutschland und auch im Ausland.

Die Leseprobe den/ WURZEL (Ausgabe 2002)

Sie ist eine kleine Auswabhl von Artikeln des Jahrgangs 2002 und ist fast wie ein ganz nayMAlEXZEL -Heft aufgemacht,

so wie es monatlich erscheint. Da diese Ausgabe ausschlieRlich als elektronisches Dokument im Internet verflgbar ist, wurde
sie fur das Lesen am Bildschirm optimiert. Insbesondere hat die Leseprobe statt des ublichen DIN-A5—Hochformats ein
bildschirmfreundlicheres Querformat.

Wir wollen Ihnen mit dieser Ausgabe die Mdglichkeit geben W8URZEL kennenzulernen bevor Sie sich eventuell fiir ein
Abonnement entscheiden. Der Versand von kostenlosen Probeheften ist leider nicht mdglich, da dieser Service mit Aufwand
und nicht unerheblichen Kosten verbunden ist. Wir hoffen, auch lhnen mit diesem Angebot entgegenzukommen und laden
Sie ein, von den anderen online gebotenen Moglichkeiten gebrauch zu machen: Buchbesprechunge/iViURZ&L |
Inhaltsverzeichnisse, die Werkstatt Mathematik und natirlich einem Bestellservice.

Wir wiinschen lhneniel Freude beim Lesenund hoffen, Sie demnéchst in unserer Leserschaft begriiBen zu dirfen.
Threr/ WURZEL -Redaktion

Weitere Informationen sieHenpressunmauf der letzten Seite.
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Rechnen wird immer komplizierter

Wie das Akrutzel bereits 1997 feststellig,[wird Rechnen immer komplizierter. So reicht es zum Beispiel nicht mehr, einfach
die letzte Null wegzustreichen oder das Komma um eine Stelle nach links zu setzen, wenn man ein Zehntel oder 10 Prozent
ausrechnen will. Standortstandard ist die Zerlegung des Divisors in Primfaktoren:

Sicherheitsabstand

Auch Dranglern geht es an den Kragen. Nach der komplizierten Regel ,weniger als ein Finftel des halben Ta-
chowertes". Beispiel: Wer bei Tempo 100 bis auf 10 m an den Vordermann heranfahrt, gibt den Schein fur einen
Monat ab.

Dank der Euro—Einfuihrung bleiben wir in Zukunft wenigstens in Reisefiihrern von Rechenregeln der folgenden Af} (aus [
verschont:

Die Faustregel fur Italien: Mark—Betrag mal 10, plus zwei Nullen (1 Mark = etwa 1000 Lire).

Literatur

[1] Studentenrat der FSU Jena (Hrsg\kriitzel — Jenas fithrende Hochschulzeitung. 109(1997), 24.
[2] Marco Polo Siidtirol. 5. Auflage 1996, Mairs Geographischer Verlag, Ostfildern.

René Zimmermann, Jena
(Erschienen in Heft 02/02)
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Optimale Strategien ftr Mastermind

Dieser Artikel ist als Fortsetzung vofi][angedacht. Dort ging es um das Spiel ,Minilogi“, welches auch unter ,Mastermind*
bekannt ist. Ich méchte kurz ein paar Ideen darstellen, wie man die angegebenen Ldsungsstrategien verbessern kann und m
Zuhilfenahme eines Computers auch eine ,optimale Strategie” finden kann.

Obwohl sich die meisten Uberlegungen leicht verallgemeinern lassen, soll auch hier nur der Spezialfall betrachtet werden, wo
ein Satz von vierverschiedenerElementen bestimmt werden muss. Diese Elemente stammen jeweils aus einer Menge von 6
moglichen Farben, die wir mit den Zahlen 1 bis 6 reprasentieren. Insgesamt gibt es damit 360 Mdglichkeiten.

Erklartes Ziel ist es, die richtige Lésung moglichst schnell zu finden. Konkret geht es uns umneigéohst kleinen
Erwartungswert fur die Zahl der bendtigten Ziige. Dazu kann man beispielsweise den Losungsalgorithmus auf alle 360
mdoglichen Kombinationen loslassen und die Gesamtzahl der benétigten Schritte auswerten.

Da wir im Spiel die Zahl der verbleibenden Mdglichkeiten mdglichst schnell bis zur Loésung einschrénken wollen, sollte
auch jede einzelne Abfrage die Moglichkeiten im hohem Mal3e einschréanken. Auch wenn die optimalen Strategie vielleicht
Abfragen enthélt, die nicht maximal differenzieren, wollen wir zunachst dieses Extremalprinzip verfolgen. Wir wollen also
die Abfrage immer so wahlen, dass der Erwartungswert der Anzahl der verbleibenden Mdglichkeiten minimal ist.

Wir vereinbaren einige Bezeichnungefisei die Menge aller 360 Mdglichkeiten uitidie Menge der 11 moéglichen Bewer-
tungen. Weiterhin verwenden wir die FunktiBewertungLdsung Tes), die einer Kombinatioifeste A die zurLdsunge A

gehdrige Bewertung aus zuordnet.

Sei zu einem Zeitpunkt wahrend des Spig¢lsdie Menge der noch méglichen Losungskombinationen. Man Uberlegt sich
schnell, dasd/ alle Informationen der bisherigen Abfragen enthalt. Weiterhin sind alle Element&/vgieich wahrschein-

lich.

Fur jede mdgliche Abfrage kénnen wir den Erwartungswert der Anzahl der verbleibenden Méglichkeiten bestimmen. Fir jede
dieser Abfragenr € A zerfallt M ndmlich in offenbar disjunkte Mengen

My(z) = {x € M | Bewertungz, z) = b},
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wobeib alle Bewertungen au8 durchléauft.)M,,(z) sind dann genau die verbleibenden Mdéglichkeiten, falls unsere Abfrage
mit b bewertet wird. Wegen der Gleichwahrscheinlichkeit aller Kombinationenlaust die Wahrscheinlichkeit die Bewer-

tungb zu erhalten gleich der Zahl der Elemente viaiy(z) bezogen aufi/, alsop(z,b) = 'A‘%T)‘. Der Erwartungswert der
Anzahl der verbleibenden Méglichkeiten ist damit
1
EW(=, M) = 3 p(zb) - [My(2)] = - D0 IMu(2)]°. €

beB | | beB

Nun wahlen wir einen solchen Zug so dass dieser Wénminimal wird. Er ist i. a. natiirlich nicht eindeutig bestimmt. Wir
setzen nunV/ — M,;(z) und wiederholen das Verfahren solange, bis eine unserer Abfragen als korrekt bewertet wird. Dieses
iterative Verfahren ist recht einfach und wenig rechenintensiv, da es nur einen Schritt vorausschaut. Wie wir noch sehen
werden, ist es aber noch nicht optimal.

Zunéachst wollen wir uns die Ergebnisse anschauen, wenn manrfiir die Moglichkeiten aud/ zulésst, also keine Ab-

fragen macht, die definitiv falsch sind. Den anderen Fall betrachten wir spater, denn dabei gibt es noch eine Kleinigkeit zu
beachten. Ich habe den oben vorgestellten Algorithmus progranidas. Programm wurde nun auf jede der 360 Kombi-
nationen angesetzt, wobei jeweils die Schritte bis zur Lésung gezahlt wurden. Man kommt insgesatti &ahritte, also
1461/360 =~ 4.0583 Schritte je Spiel — das ist schon besser als detfigéfundene Wert von 1470.

Nun wollen wir uns aber auch des Tricks bedienen, Abfragen aul3erhalb/vouvulassen. Diese Ziigen haben durchaus das
Potenzial besser zu differenzieren, sie kdnnen aber nicht zufallig zur richtigen Lésung fihren. Haben wir beispielsweise noch
zwei Mdglichkeiten, wiirden wir eine der beiden tippen und 5fift, Wahrscheinlichkeit richtig liegen und sonst im zweiten

Tipp die richtige Losung legen. Der Erwartungswert betrégt also 1.5 Zuge. Fatal wére dagegen ein falscher Zug. Selbst wenn
er die Losung offenbart, also (i) zum gleichen Wert fiihrt, brauchen wir in jedem Fall 2 Ziige.

1Bei der Umsetzung kann man den Vorfakﬁgﬂ,,tl einfach weglassen, so dass man dann mit ganzen Zahlen auskommt.
2Um die Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, wurde im Falle mehrerer ,bester“ Ziige stets der mit der kleinsten Zifferndarstellung gewéhlt.
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Die Ursache des Problems ist schnell erkannt: Wir haben nicht beachtet, dass im Falle der richtigen Abfrats,(4 mal
schwarz) das Spiel zu Ende ist und damit die Zahl der verbleibenden Méglichkeiten Null ist. Vorhin war das aber egal, da
| Mas| = 1 unabh&ngig vom Zug galt, d. h. die Bewertungsfunktion nur um eine Konstante verfélscht (f)itdetet nun

EW= M) = - S M) )

|M| beB\{4s}

Dadurch werden die Zluge aud — wie gefordert — etwas besser bewertet. Die Gesamtschrittzahl verbessert sich jetzt auf
1459 Zwar ist die Verbesserung relativ gering, aber immerhin vorhanden.

Nun wollen wir aber einen Schritt weiter gehen und ,optimale* Strategien finden. Dazu stellen wir eine Rekursionsformel
auf, mit der wir den Erwartungswert einer Stellung auf die Erwartungswerte aller méglichen Folgestellungen zurtckfuhren:

1 fur | M| =1
EWMD =914 in S p(M, z,b) - EW(My(2)) far |M| > 1 ®
zEAM beB’
wobei
My(z) = {x € M |Bewertundz, z) = b}, @
| My (2)]
p(M, z,b) = ;
B =B\ {4s},

Ay ={z€ A|Vbe B: My(z) # M}.
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Die GroRenM,(z), p(M, z,b), B’ sind wie bisher definiert und verwendet worden. Lediglicfy ist noch zu kommentieren.
Eigentlich misste man tber alle Abfragemdglichkeiten.dusinimieren. Aber unter diesen gibt es solche, deren Bewertung
schon feststeht. In diesen Féallen gibt es also genad €in5 mit M,(z) = M. Eine solche Abfrage ist natirlich unsin-

nig. Ap; schlie3t genau diese Félle aus und gewahrleistet damit au3erdem, dass die Menge der Mdglichenkeiten mit jedem
Rekursionsschritt abnimmt, defil, ()| < |M| fur alleb € B.

Die Rekursion ist also endlich, wir kénnen im Prinzip die gesuchte ZaRl(.A) bestimmen. Jedoch lauft die Rekursion in
jedem Schritt Giber knapp 360 Elemente alig und 10 Bewertungen aus, was bei Rekursiontiefetiefe 5 (in ungiinstigen
Fallen wahrscheinlich erheblich mehr) etd&00° ~ 10'® Rechenschritte bedeutet — selbst t#i Schritten je Sekunde sind
das noch 20 Jahre Rechenzéit!

Wir miissen also noch etwas optimieren. O. B. d. A. kbnnen wir bei ersten Mal 1234 tippen. Den zweiten Schritt kann man auch
stark einschranken, denn tauscht man eine Farbe gegeniber dem ersten aus, so kann man o.B. d. A. die 4 durch 5 ersetze
wobei man natirlich alle nichtdquivalenten Permutationen von 1235 betrachten muss. Man kann sich beispielsweise auf die 15
Kombinationen 1243, 1342, 2143, 2413, 1235, 1325, 1253, 2153, 1352, 3152, 1256, 2156, 1526, 2516 und 5612 beschréanken
Alle anderen kann man durch geeignete Umbenennung darauf zurickfihren.

Bei kleinen MengenV/ kann man durchausl,; = M fordern. Hat man beispielsweise unter der Einschrénkdpg =

M schonEW (M) < 2 gefunden, so ist dies die optimale Losung, denn bei einem falschen Tipp wirde man auf jeden
Fall mindestens zwei Schritte brauchen. Ebenso ist es sinnvoll bei der Summatgnriit den grolen Mengefd;(z) zu

beginnen und die Summation abzubrechen, falls das bisher aktuelle Minimum tberschritten wurde. Insbesondere sollte man
dabei zuerst mit dem ausM beginnen.

Wenn man mit all diesen Optimierungen sowie einigen weiteren kleinen VerbesserungeBY¢(B/) = 1.5 fur | M| = 2)
arbeitet, lasst sich die Rekursion erfolgreich auf dem Computer umsetzen. In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten

SWiirden wir keine falschen Ziige zulassen, also#iy = M arbeiten, so kommt das Verfahren rasch zum Ergebnis, da die Verzweigungsvielfalt mit
zunehmender Rekursionstiefe rasch abnimmt. Es ergibt sich ein Erwartungswaat&8yi360 ~ 4.0361 — eine deutliche Verbesserung, aber sicher noch
nicht das Optimum.
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Ergebnisse festgehalten.

Bewertung| [M] | 2. Tipp | 1+ EW (M) | Summenwer

A oo-- 84 | 2516 4.2500000 357
B eo-- 48 | 1526 3.9166667 188
C ee-. 12 | 1526 3.3333333 40
D ooo- 88 | 3152 4.1704545 367
E eoco- 72 | 1253 4.1250000 297
F eeo. 24 | 1253 3.6250000 87
G eee- 8 1253! 3.2500000 26
H ooo0o0 9 2413 3.5555556 32

| eocoo 8 13251 3.7500000 30
K ee00 6 1243 3.5000000 21
L eeee 1 1234 1.0000000 1

Die erste Spalte gibt die Bewertung (Buchstaben wielJhdes ersten Tippsl@34) an. Daneben steht die Zahl der verblei-
benden Méglichkeiten. In der dritten Spalte ist ein optimaler 2. Tipp angegeben. Ein Ausrufezeichen markiert, wenn dieser
nicht ausM ist. In der nachsten Spalte steht der Erwartungswert um das Spiel vollstandig zu I6sen, wobei der erste Schritt
schon mitgezahlt ist.

Der Summenwert ist dann einfa¢h/| - (1 + EW (M)) und dient zum Vergleich mit den Werten aus Tabelle auf S. 36].
Insgesamt ergibt sich eine Gesamtsumme 1446 was einem Erwartungswert vdrd46,/360 ~ 4.0167 Schritten je Spiel
entspricht.

Interessanterweise ist beim zweiten Versuch nur dreimal ein ,falscher” Tipp optimal, insbesondere sind dies Félle mit wenigen
verbleibenden Mdglichkeiten nach dem ersten Tipp. Es ist weiterhin festzustellen, dass ansonsten immer eine Abfrage aus der
MengeM der noch verbleibenden Méglichkeiten optimal ist.
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In der Tabelle auf der folgenden Seite ist die komplette Strategie aufgelistet. Fur jeden Schritt steht in der linken Spalte
eine optimale Abfrage und daneben die mdglichen Bewertungen sowie (informationshalber) noch die Zahl der verbleibenden
Méglichkeiten. Jedoch wurden alle Falle mit weniger als 3 verbleibenden Méglichkeiten weggelassen, da die weitere Strategie
dann vollig klar ist. Ansonsten wirde die Tabelle mehrere Seiten fullen (nAmlich 360 Zeilen)!

Literatur

[1] Dr. Carsten MillerAltes Spiel — anders betrachtet../WURZEL Heft 2/2002.

Thomas Fischer, Jena
(Erschienen in Heft 03+04/02)
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| 1. Schritt | 2. Schritt | 3.Schritt || 4. Schritt |
1234 | oo-- 84| 2516 | oo- - 8 || 3465 | eeco 3 || 3645
0 - 5 || 3456
ooo- 24| 3651 | eo-- 3| 4625
ocoo- 4 || 5362
eco- 3 || 5461
ee0- 3 || 3625
eocoo 3 || 5361
eco- 21| 6541 | oo-- 3| 2653
ooo- 5 || 3156
eco- 3 || 2645
000 - 8 || 2356
Yy 3 || 2546
0000 4 || 5162
€000 5 || 2165
®000 4 || 2156
eo-- 48| 1526 | oo--: 5 || 3654
ooo- 13 || 3265
eoo- 13 || 5246 | oo-- 3|l 1365
ooo- 3 | 1465
000 - 5 || 1356
0000 3 || 5261
ee-- 12 || 1526 | ooo- 3 || 5264
000 - 3 || 1635
ooo- 88| 3152| oco-- 16 || 2463 | ooo- 3 || 4316
eco- 4 || 4613
eo-- 12 || 3416 | eco- 3 || 2146
oo - 5 || 3462
ooo- 17 || 2543 | eco- 4| 2415
eoco- 16 || 2145 | eco- 5| 2453
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| 1. Schritt

2. Schritt

| 3. Schritt

| 4. schritt |
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0000
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0000
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@00 -
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00 - -
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2364

00O -
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000 -

2614

@O - -

1426

1463

00O -

4532

@00 -

2514

@00 -
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1425

000 -

1452

0000

2531

0000

1352

000 -

24

1253

@0 - -

1364

[ Jeloxy

WO~ WOolw|ol~|00

1435

000 -

1354

1253
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2413

[ Jeleje)

2341

@000

1325

000 -

2431

0000

| 00|00

1243

@000

BIAID

1324
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Buchbesprechung: Fehler-Beschworer

Das BuchFehler-Beschwdrer — Typische Fehler beim Losen von Mathematikaufgatibélt einen neuen, interessanten
Ansatz fur den Mathematikunterricht. In den meisten Lehrbtichern werden zu gestellten Aufgaben fehlerfreie Losungen pra-
sentiert. Nicht so im vorliegenden Buch. Es behandelt Probleme aus den verschiedensten Bereichen der Mathematik. Dabei
werden zu jedem Problem mehrere einsichtige Lésungen vorgestellt. Allerdings erkennt man immer sofort, dass sich diese
Lésungen widersprechen. Hier stellt sich nun fir den Leser der Reiz, die vorgestellten Lésungen genau zu analysieren so-
wie Gedankengang und Rechenweg auf Fehler zu untersuchen. Durch diese intensive Arbeit werden viele Aspekte vertieft —
selbst dann, wenn der Fehler selbst nur teils oder gar nicht gefunden wird. Der Prozess tragt also auf jeden Fall zum besserer
Verstandnis bei.

Im ersten Kapitel werden die eben erwéahnten Probleme und die (Schein-) Lésungen dargelegt. Im Anschluss werden im
zweiten Kapitel die Fehler aus dem erstem Kapitel genau analysiert und weitere erganzende Beispiele sowie eine korrekte
Losung fur das jeweilige Problem angegeben. Das letzte Kapitel entspricht in seinem Aufbau dem ersten Kapitel. Allerdings
werden dem Leser hier keine weiteren Hinweise zu den vorgestellten Widerspriichen gegeben.

Das Buch liefert eine Fille von Material, um Schilern im Mathematikunterricht zu selbststandiger Arbeit anzuregen.

In gekurzter Fassung folgt eines der Beispiele aus dem Buch:

Ein Zauberer legt eine Miinze in eine Kiste. Nach einer halben Stunde nimmt er die Miinze heraus und legt dafir eine 2., 3. und
eine 4. Minze hinein. Nach einer weiteren viertel Stunde nimmt er wieder eine Miinze (die zweite) heraus und legt abermals
drei neue Miinzen hinein. Nach einer weiteren achtel Stunde nimmt er wieder eine Miinze (die dritte) heraus und legt wieder
drei Minzen hinein. Und so weiter.

Die Frage: Wie viele Miinzen sind nach einer Stunde in der Kiste?

1. LosungswegBei jedem Schritt wird eine Miinze entfernt und drei neue kommen hinzu. Also kommen bei jedem Schritt
zwei Minzen hinzu. Somit sind naehSchritten2n 4+ 1 Minzen in der Kiste. Da der Zauberer nach einer Stunde unendlich
viele Schritte ausgefiihrt hat, sind unendlich viele Miinzen in der Kiste.
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2. LosungswegWWelche Miinze kann letztendlich in der Kiste sein? Jede Minze in der Kiste muss irgendwann in die Kiste
gekommen sein und hat somit eine Nummer. (Im zweiten Schritt kommen zum Beispiel die Miinzen 5, 6 und 7 himzu.) Sei
die Nummer einer Miinze in der Kiste. Dann wird sie aberiten Schritt wieder aus der Kiste genommen und kommt nicht
wieder hinein! D. h. also jede Miinze, die in die Kiste kommt, wird irgendwann auch wieder herausgenommen. Somit ist nach

einer Stunde keine Miinze mehr in der Kiste.
Widerspruch! Was ist richtig? Was ist falsch? Warum?

André GroBe

(Erschienen in Heft 02/02)

Kurzinfo

Attila Furdek:

Fehler-Beschworer — Typische Fehler beim Losen von Mathematikaufga
Books on DemandNorderstedt 2001;

302 Seiten; ISBN 3-8311-2110-€;19,95

ben.

Wie alle unserer besprochenen Biicher kann auch dieses Buch online Giber unserewWMebsiterzel.orgbestellt werden.
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Carl Friedrich Gauf3 und das Siebenzehneck — Teil |

Archimedes war bereits 137 Jahret, als der Romer Cicero, damals Quéstor von Sizilien, dessen verfallenes Grabmal

in Syrakus anhand einer geometrischen Figur ausfindig machen konnte. Der bedeutendste Mathematiker der Antike war
namlich besonders stolz auf seine Beitrage zur Stereometrie, und also wiinschte er die Darstellung eines eine Kugel eng
umschlieRenden Zylinders, fir deren Rauminhalte er das Verhaltnis 3:2 bestimmen konnte, eingemeif3elt auf dem Grabstein.
Wie weiland Archimedes, so duRRerte auch Carl Friedrich GauR (1777-1855), der princeps mathenfatisorwunsch,

dass auf seinem Grabstein die Figur des regularen Siebenzehnecks verewigt werde. Dem wurde zwar nicht entsprochen, abe
die Statue des GauR—Denkmals in Braunschweig soll wohl auf einer solchen stehen.

In dieser kleinen Schrift werden nun zwei Beweise fur die Konstruierbarkeit dieses Polygons mit Zirkel und Lineal dargeleqgt,
ohne dass dabei auf moderne und anspruchsvolle algebraische Begriffssysteme bzw. Theorien zurtickgegriffen wird: einer-
seits die komplexe Kreisteilungsgleichung zum Ausgangspunkt nehmend, andererseits unter alleiniger Verwendung einfacher
goniometrischer Beziehungen. Zur Abrundung werden drei Konstruktionsverfahren vorgefiihrt, und es werden ein paar bio-
graphische Bezlige hergestellt. Ziel ist es, einen elementaren Zugang fur diese Thematik zu er6ffnen und vielleicht Interesse
am grofRen Mathematiker und Naturwissenschaftler Gaul? zu wecken.

1 Regulare Vielecke, konstruiert allein mit Zirkel und Lineal

.ES ist jedem Anfanger der Geometrie bekannt, dass verschiedene ordentliche Vielecke, namentlich das Dreyeck, Finfeck,
Funfzehneck und die, welche durch wiederholte Verdoppelung der Seitenzahl eines derselben entstehen, sich geometrisct
construieren lassen. So weit war man schoakiids Zeit, und es scheint, man habe sich seitdem allgemein Gberredet, dass
das Gebiet der Elementargeometrie sich nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzer
auf dieser Seite zu erweitern.

175 — (—212) Jahre.
2Nach der Inschrift einer noch 1855 auf GauR gepréagten Gedenkmiinze: Fiirst der Mathematiker.
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Desto mehr, diinkt mich, verdient die Entdeckung Aufmerksamkeit,a#ss jenen ordentlichen Vielecken noch eine Menge
anderer, z. B. das Siebzehneck, einer geometrischen Construction fihig ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein Corollari-
um einer noch nicht ganz vollendeten Theorie von groferm Umfange, und sie soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten hat,
dem Publicum vorgelegt werden.*
Diese oft zitierte Ankiindigunyist die erste GauRsche Verdffentlichung. Bei einem Ferienaufenthalt in seiner Heimatstadt
Braunschweig wahrend der Morgenstunden des 30. Marz*1:Z9&he ich aus dem Bette aufgestanden war* — gelang dem
noch nicht 19jahrigen Géttinger Studenten jene groRartige Entdeckung, nédmlich, dass alle Vielecke konstruierbar sind, deren
Seitenzahp eine Primzahl von der Art

p=22" 41 (k=0,1,2,...),

eine so genanntBermatsche Primzahl, ist. FUrk = 2 erhalt man das 17eck. Und so entschied sich GauRR endgiiltig fur die
Mathematik — er wurde zu jener Zeit auch durch die klassische Philologie stark angezogen.
Die Fermatschen Primzahlen spielen in diesem Zusammenhang die entscheidende Rolle. Hier sei nur erwahnt, dass bis heut
lediglich die Zahlen 3, 5, 17, 257 und 65537, dieku= 0, 1,2, 3,4 gehoren, als Primzahlen identifiziert sind und nicht
entschieden ist, ob es lGiberhaupt weitere gibt.
Es ist sofort zu sehen, dass aus der Konstruierbarkeit eiHesks — auchm = 2 (,Zweieck") sei zugelassen — die eines
2n—Ecks,4n—Ecks usw. folgt. Die Menge der konstruierbaren Vielecke erweitert sich zudem noch durch Produktbildungen
der Seitenzahlen gewisser gegebener Vielecke. Angenommen, sowghHak als auch dag,—Eck seinen konstruierbar
(p1, p2 ungleiche Primzahlef oder auch nur teilerfremd). Nach einem Satz der elementaren Zahlentheorie kann der groRte
gemeinsame Teiler zweier natlrlicher Zahlen als Linearkombination dieser Zahlen ausgedriickt werden. Es existieren also
ganzezy, zs, mit denen

1 =ggT (p1,p2) = z21p1 + 22P2 (1)

SIntelligenzblatt der allgemeinen Literaturzeitung, Rubrik Neue Entdeckungen, 1. Juni 1796.
4Auch der 29. Mérz wurde zuweilen von GauR angegeben.
5 Vielecke, deren Seitenzahl eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist, wie beim Neuneck, sind nicht konstruierbar.
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gilt. Diese Darstellung ist, nebenbei bemerkt, wegen

z21p1 + 2z2p2 = (21 + kp2) p1 + (22 — kp1) p2  (k beliebig ganz)

nicht eindeutig. Eine Modifikation des bekannt@wklidischen Algorithmus liefert ein effektives Verfahren zur Bestimmung
konkreterz; und z5, das auch als konstruktiver Beweis des erwahnten Satzes dienen kann und hier exemplapiseh fir
257, po = 17 demonstriert wird:

257:17 = 15 Rest2 2 = 257-15-17
17:2 = 8 Restl 1 = 17-8-2
2:1 = 2 = 17-8-(257—15-17)

= 121-17—8-257,

damit istggT (257,17) = 1 = —8 - 257 + 121 - 17.

Aus (1) lasst sich dann weiter eine Konstruktionsmdoglichkeit des Zentriwir;)l%%}zsvomppo—Eck durch Vervielfachen bzw.
Antragen von gegebenen Zentriwinkeln ableiten, und zwar tber

— = 21— + 20— . (2)
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P Py Abbildung 1 zeigt eine solche fir das 15eck, basierendfuf= 2 - 2& — 1 - 2T, Dabei sind
> <Py MPs = 2 - %” und<tPyMPs = %’T so dassa Ps M Ps der gesuchte Zentriwinkel des
P 15ecks ist.

P Das Verfahren ist auf mehr als zwei Faktoren ausdehnbar. So findet man zu drei paarweise
teilerfremden Zahlepy, ps, ps durch zweimalige Anwendung vdR)
Py

2 , 2T , 2T , 2T , 27 27
Pw  p, ﬁ:zl—Jrzg—:zl—Jer 21— + 20—
Abbildung 1: Konstruktion des 15ecks P1P2) Ps b3 p1p2 b3 p

aus Dreieck und Funfeck. mit ganzenzy, z, und Zﬁ’ Zé_

Tabellel gibt nun als Ergebnis dieser Vorgehensweise zu jedem mdglichen Produkt, mit den bis dato bekannten Fermatschen
Primzahlen gebildet, eine zugehorige Linearkombination an.
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Anzahl Koeffizienten vor den Werten:
Faktoren| 2r 2= 2z Zr  Zno n—Eck
2 -1 2 15
-1 6 51
-1 86 771
-1 21846 196611
-2 7 85
-2 103 1285
-2 26215 327685
-8 121 4369
-8 30841 1114129
-128 32641 16843009
3 1 -4 8 255
1 -4 120 3855
1 -4 30584 983055
1 -14 126 13107
1 -14 32126 3342387
1 -214 32726 50529027
-1 -5 127 21845
-1 -5 32383 5570645
-1 -77 32743 84215045
-4 -68 32761| 286331153
4 -1 3 -13 128 65535
-1 3 -13 32640 16711935
-1 3 -197 32760 252645135
-1 10 -194 32766 858993459
-3 6 -65 32767| 1431655765
5 1 -1 2 -193 32768| 4294967295

Tabelle 1: Linearkombinationen der Zentriwinkel.
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2 Ein Beweis der Konstruierbarkeit des Siebenzehnecks, von der komplexen Kreisteilungsglei-
chung ausgehend

Das Versprechen in seiner ersten Veroffentlichung von 1796, dem ,Publicum” die zugehérige Theorie vorzulegen, 16ste Gaul
mit seinem zahlentheoretischen HauptwBikquisitiones Arithmeticae® ein. Im Kapitel VII, einem weitgehend in sich ab-
geschlosenen Teil, wird die Theorie der Kreisteilung entwickelt, aus der u. a. das ,Corollarium* folgt, dass alle reguléren
p—Ecke konstruierbar sind, faljseine Primzahl der Form2" + 1 ist. GauR weist auRerdem darauf hin, dass es keine weite-

ren konstruierbarep—Ecke gibt. Ein Beweis bleibt jedoch wegen Platzmangel aus. Allgemeikeke flihrt er aup—Ecke,

wobeip Primzahl ist, zurtick.

In jenem Kapitel gibt Gaul3 auch beispielhaft zum Kosinus des Zentriwinkels des 17ecks eine Kette quadratischer Gleichun-
gen an, deren Losungen naheliegende Entsprechungen in geometrischen Konstruktionen haben. Jahrzehnte spéater fanden si
unverzagte Enthusiasten, die dieses gleicherweise fiir das 257eck (F. J. Richelot, 1832) und das 65537eck (J. Hermes, 1879
erledigten, wobei das Manuskript von Hermes, entstanden innerhalb von zehn Jahren, dem Mathematischen Institut der Uni-
versitat Goéttingen in einem Handkoffer bergeben wurde, wo es noch heute ruhen soll.

Auch gibt GauR’ speziell ztbs 21—’77 einen expliziten Quadratwurzelausdruck an. Eine Herleitung dazu, nattrlich tber die Kette
quadratischer Gleichungen, wird nun folgen — im nachsten Abschnitt geschieht das ohne Verwendung komplexer Zahlen.

Die Losungen der speziellen Kreisteilungsgleichatig— 1 = 0 sind bekanntermafRen genau die 17ten komplexen Einheits-
wurzelne® (k= 0,1,...,16), wobei

£ = cos 2T + jsin 22
mit der imagindren Einheitist. Diese Wurzeln, als Punkte der Gaul3schen Zahlenebene verstanden, liegen sdmtlich auf dem
Einheitskreis und teilen diesen in gleiche Bogenabschnitte, d. h. sie bilden die Ecken eines regelmafigen 17ecks. Weiterhin

8Untersuchungen tiber héhere Arithmetik, Leipzig, im Sommer 1801.
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hat man fur ganzé
ek = COS% —&—isianL?k' = cos (k£ 17) 21—’7’ +isin(k + 17)%
sowie
el p ek = 2cos ZE
Setzt manin

17 16
(z—1) (216—|—215+...+z+1) :sz—z,zj:z”
J=1 7=0

die Einheitswurzet ein, so ist wegen!” — 1 = 0, (3) unde — 1 # 0 zwangslaufig

16 8 8
Z€j+1:0, also ZejnLZs*j:—l.
Jj=1 j=1 j=1

Es erweist sich als ausgesprochen zweckmafig, die Sumfdgviie folgt aufzuspalten:

n + = _1a
und dabei ist jedes Glied des Summanden

n=c+e?+et+eS et et 478

gerade das Quadrat des vorangehenden bzw. das erste das Quadrat des letztést d&es genauso:

m = 4+ +e P+’ +e B+t

_ 6 127 10w 14w
= 2cos 17 + 2 cos = + 2 cos = + 2 cos T

— 6m _ ST _ Im o _ 3m
= 200517 2(:0517 2C0817 2(30517 <

_ k1T

-1

0.

®)

(4)

®)

(6)
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Die belden Ietzten Zeilen ergeben sich &isund den Beziehungetvs o = — cos (7 — «) SOWIecos 2L — cos 7% < 0und
cos = >0, cos = > 0.

+ 1 2 4 8 1 -2 -4 8
3| 4 5 7 -6 2 1 -1 5
6| 7 8 -7 -3 5 4 2 2
514 -3 -1 3 6 -7 8 4
7/8 -8 -6 -2 6 5 3 1
8312 -1 1 5 4 -5 -7 6
6|5 -4 -2 2 7 -8 7 3
5| 6 7 -8 -4 4 3 1 3
7|6 -5 -3 1 8 8 6 2

Tabelle 2: Additionsmatrix modulo 17 zum Produj; .

Das Produkt)n; kann durch einfaches Ausmultiplizieren unter Berlcksichtigung(@pund (5) gefunden werden (Tabelle
2 enthélt die entstehenden Exponentensummen modulo 17):

16
mo=) 4 =—4. (7)
j=1

Bemerkung.Das mithsame Ausmultiplizieren kann bei Kenntnis des Kongruenzenkalkiils mit Hilfe zahlentheoretischer Uber-
legungen umgangen werdg@uf Details dazu wurde verzichtet — d. Red.)

Aus (6) und(7) folgt, dass die reellen und#; auch durch Lésung der quadratischen Gleichung

2 +r—4=0
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bestimmt werden kénnénMan bekommt wegen, < 0 die Werte

s )

und diese lassen sich leicht als Streckenlangen konstruieren. In Abbidung
ist etwaAC = @ alsoAP = nund AP, = |n;|. Die Summem und
werden nun — per ,Uberspringen“ jeweils eines Gliedes — zerlegt in

i 5 B n=z+z bzw. M = 22+ 23,
Abbildung 2: Zur Konstruktion von Wurzelwerten.
wobei
z = € +et4e 4t = 2(;05?—?—1—2&5?—77r > 0,
2 = 4+ 4% = 20088 —2cos L < 0,
o= 844+’ = 20085 —2cos T > 0,
z3 = ST +e b4 = 72(308%72(?08% < 0.

gesetzt wurde. Durch Ausmultiplizieren tiberzeugt man sich leicht von

16
221 = 2923 = E e =-1,
j=1

“Satz von Vieta Uber die Lésungen, zz vonz? + pr +q=0:—p =z1 + 22 ,q = T1T2.
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und folglich kénnen wiedet, z; undz,, z3 ausz? — nx — 1 = 0 bzw.z? — n,z — 1 = 0 bestimmt werden. Die zugehdrigen
Vorzeichen sind bekannt, also ist

_ ntvn?+4 _ n—yn’t4
= 2 ) 2z = 2 )
_ mty/nit+4 _ m—y/nit+4
=5 > Z3="""5 -

Auch diese Werte sind geometrisch konstruierbar, fallgw. n; als Strecken bereits vorliegen. Schlief3lich wird, mn%f

ausz zu isolieren,
1 4

y =e+e ' = 2cos3k und gy = '+t = 2cos 32
geschrieben. Damit gily > y; > 0, 2z = y + y; Sowieyy; = €® + 75 + &3 4+ 73 = 2, und die Wurzeln der damit
verbundenen Gleichung? — zx + z, = 0 sind die konstruierbaren GréRen

2 2
z z
1 z9 .

y=35+\ T — 2 und g =

I

Ausgehend vory = 2 cos 21—’77 ist man endlich in der Lage, durch Einsetzen der zugehdrigen Wurzelausdriicke zuerst anstelle
von z bzw. z; und anschlieBend vapbzw. n; die von C. F. Gaul} angegebene Darstellung(mnfi—;r in Gestalt ineinander-
geschachtelter Wurzelausdriicke herzuleiten:

cos% = iz+%\/z2—4zg
= n+i n2+4+;\/2n2+4+2m/n2+4—8n1—8,/n‘f’+4
1 T R Ve

+§\/17+3\/ﬁ+ VIT1 [34 9y/T7 - ay/34 1 2017
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und durch Substitution von
VIt f3g 97 = YIEEL\f34 o 9yiT - \f34 - 2viT
- \/}1 (18+2v17) (34— 2v17) — /34— 2V17
= 2\/34+2\/ﬁ—\/3472m ©)

bekommt man daraus die beriihmte Wurzeldarstellung

cos T = g5+ e VIT+ 534 - 2V1T
+;\/17+3W—\/34—2\/ﬁ—2\/34+2m. 9)

Aus dem Vorangehenden ist ersichtlich, dass auch die \ﬁelfacherf%)/cﬁhnlich aufgebaute Ausdriicke der Kosinuswerte
besitzen. So ist zum Beispiel der funffache Zentriwinkel des Siebenzehnecks

cos I = —f—ff+16\/34+2ﬁ
—;\/17—3\5—\/34+2\/ﬁ+2\/34—2\/ﬁ (10)

auf gleiche Weise herleitbar.

Jiirgen Patzschke, Potsdam
(Erschienen in Heft 05/02, fortgesetzt in Heft 06/02)
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Mechanische Beweise

Die Idee, geometrische Ergebnisse mit Argumenten aus der Mechanik zu beweisen, geht auf den griechischen Mathematiker,
Erfinder und Ingenieur ACHIMEDES (287—212 v. Chr.) zurlick. Diese Idee aufgreifend, soll nun ein einfacher Beweis daftr
vorgestellt werden, dass sich die Winkelhalbierenden eines Dreiecks in einem gemeinsamen Punkt schneiden.
C
Sei ABC ein Dreieck. An den Ecken lassen wir jeweils eine Kraft in Richtung der
benachbarten Ecken angreifen, siehe Skizze. Alle sechs Kréafte sollen den gleichen
Betrag haben. Da jede dieser Krafte durch eine andere Kraft derselben Starke und
entgegengesetzter Richtung ausgeglichen wird, befindet sich das Dreieck im Kréafte-
gleichgewicht:

A= «—B
C

Nun betrachten wir die zwei Kréafte an der EclteDa sie den gleichen Betrag haben,
ist ihre Resultierende eine Kraft, die in Richtung der Winkelhalbierenden zeigt. Ana-
log bilden auch die Krafte bds undC' eine Resultierende in Richtung der jeweiligen

. Winkelhalbierenden.
A B

Wenn sich diese drei Resultierenden nicht in einem Punkt schneiden, wiirden sie ein Drehmoment auf Dreieck ausiiben. Das
ware aber ein Widerspruch zum oben festgestellten Gleichgewicht des Dreiecks. Folglich missen sich die drei Resultierenden
und damit auch die Winkelhalbierenden in einem gemeinsamen Punkt schneiden. Dieser Punkt heif3t Inkreismittelpunkt.

Lvielleicht kann sich mancher Leser die Situation auch besser vorstellen, wenn alle Krafte nach auRRen zeigen wiirden.
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G Mittels einer ganz &hnlichen Argumentation kann man zeigen, dass sich jeweils eine
Innenwinkelhalbierende und die AuRenwinkelhalbierenden der beiden anderen Win-
kel in einem Punkt (Ankreismittelpunkt) schneiden. Man muss lediglich das Vorzei-
chen einiger Krafte andern, siehe Skizze.

3 > Ebenso kann man auf ,mechanische” Art und Weise zeigen, dass auch die Mittelsenk-

/ B rechten eines Dreiecks einen gemeinsamen Schnittpunkt haben.

Stellen wir uns vor, dass das Dreieck mit Gas gefllt sei, welches nach auf3en auf die

Seiten einen Druck ausiibt. Da Gas allseitig den gleichen Druck austibt, ist das Dreieck A

im Kraftegleichgewicht. A
Der Druck des Gases lbt auf jede Seite eine resultierende Kraft aus. Weil der Druck

Uberall gleich ist, steht diese Kraft senkrecht zur Seite, greift am Seitenmittelpunkt an

und ist proportional zur Seitenlange.
Propor 9 AN S N

Die Achsen der drei resultierenden Kréfte missen von einem gemeinsamen Punkt
ausgehen, andernfalls ergdbe sich wiederum ein resultierendes Drehmoment auf das
Dreieck — das Dreieck ware dann aber nicht im Gleichgewicht. Damit ist bewiesen,
dass die drei Mittelsenkrechten durch einen gemeinsamen Punkt gehen.

A : B Thinking Mechanically. In: Mathematical Digest No. 124 (July 2001)
University of Cape Town, South Africa

http://www.mth.uct.ac.za/~digest

(Verotfentlicht in Heft 07/02)

Aufruf der Redaktion: Wer kennt noch weitere so schén anschauliche ,mechanische” Beweise?
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Beriihrende Kreise und Kugeln

Die ersten Besprechungen der untenstehenden Aufgabe findet man in der Korrespondenz von R. Descartes (1596-1650
mit der Prinzessin Elizabeth (1618-1680), der Enkelin des englischen Kénigs 1Farseshe [[]. Nochmalig wurde diese
Aufgabe 1936 von F. Soddy (1877-1956, beriihmter englischer Radiochemiker, Nobelpreis 1921) behandelt. F. Soddy hat in
der englischen Zeitschrift ,Nature* das Gedicht ,The kiss precise” veréffentlicht, in welchem er Uber seine eigene Lésung
erzahlt hat.

Aus den weiteren Forschungen wurde bekannt, dass diese Aufgabe sowie ihre Verallgemeinerung im Falle des dreidimensio-
nalen Raumes 1796 in Japan bekannt war; der vollstandige Beweis wurde 1830 veroffeijtlicht [

In diesem Beitrag wird die Aufgabe mit zwei Verfahren geldst: Zuerst besprechen wir eine elementargeometrische Lésung;
als zweites beweisen wir die Verallgemeinerung dieser Aufgabe auf-démensionalen Raum.

Aufgabe:
In der Euklidischen Ebene seien vier Kreise (Radien
r1,T2,73,74) gegeben, die einander paarweise beriih-
ren. Es sei k; = % (i =1,2,3,4). Dann gilt: v
(@) 2(k?+k3+k2+k2) = (ki +ko+ks+ky)?, wenn a
die Kreise einander von auf3en beriihren (siehe

Skizze 1), bzw. \/
(b) 2(k¥+k3+k3+k3) = (k1+ka+ks—ks)?, wenn
drei Kreise einander von au3en beriihren und der
vierte Kreis sie von innen beriihrt (in diesem Fall
ist r4 der grofte Radius, siehe Skizze 2). Skizze 1 Skizze 2
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Elementargeometrische Losung

M,

Esistg + g + 3 = m, so dass die folgende trigonometrische
Identitat gilt!

sin? g + sin? % — sin? % = 2sin g sin % cos % @
Wir ermitteln nun alle diese Funktionen. Im Dreieck
A My My M, folgt mit Hilfe des Kosinussatzes

(ra +12)% 4 (ra +13)? — (r2 +13)?

COSx =
2(7“4 + 7"2)(7“4 + ’I“3)

E 1 T3 Mj

IFirz 4+ y + z = 7 zeigen wirsin? y + sin? z — sin® x = 2sinysin z cos z .

sin?z = sin2(71' —y—z)= sin? (y + z) = (sinycos z + sin z cos y)2 = sin? ycos? z + sin? z cos? y + 2siny cos zsin z cos y
=sin? y(1 — sin? z) + sin? z(1 — sin? y) + 2siny cos z sin z cos y
cosx = cos(m —y —z) = —cos(y + z) = —cosycosz + sinysinz

Setzt man beides in die Behauptung ein, so sieht man unmittelbar, dass diese richtig ist.
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Mittels 1 + cos o = 2 cos? § erhalten wir

cos? a_ 1 (1 (ratr2)?+ (ratrs)?— (r2+r3)2> _ ra(ra+rotrs) @
2 2 2(rat+ra)(ratrs) (ra+ra)(ratrs)’
sowie o ror
1sin? = = 2’3 und analog dazu
2 (ra+m2)(ry +r3) 9
(3
.o 3 371 .27 172
sin® — = , sin® — =

2 (ra+r3)(ra+m) 2 (rg+r)(ra+re)’

Einsetzen vor§2) und(3) in (1) ergibt

r3ri T17T2 rors o 2T1\/T4T2T3@MA*T2%*T£

(ratrs)(ratry)  (ratri)(ratra)  (ratro)(ratrs) (ratro)(ratrs)(ratry)

Wir multiplizieren dies mitatr)ratr2)(ratrs) g hapen

T1T2T3T4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+— )+ —+= )=+ )=2/— =+ = —F+ = —
T4 T2 T4 3 T4 1 T4 T2 Ty T3 T2 T3

ko + k3 + ka — ki = 27/kaka + kaks + koks .
Quadrieren und Umformen fihrt dann schlielich auf die Behauptung
2k + k24 k2 +E2) = (kg + ko + ks 4+ k1)2.

bzw. mitk; = L
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Verallgemeinerung imn-dimensionalen Raum

Aufgabe: Im n-dimensionalen Raum sind n + 2 Kugeln mit den Radien 1,73, . ..,r,120 gegeben und es sei k; = ri i =
1,2,...,n 4+ 2). Dann gilt:

n(k? + k3 + -+ kpyg) = (k1 + ko + - + knga)?, 4

wenn sich die Kugeln einander von aul3en beriihren.

Losung: Um diese Aufgabe zu losen, verwenden wir die Theorie der Determinanten, die man in verschiedenen Lehrbiichern
der Linearen Algebra findet. Zur Vereinfachung werden wir(imm— 1)-dimensionalen Raum + 1 einander von auf3en
berthrende Kugeln untersuchen. Ihre Radien sejeny, . .., r,, siehe B].

Wir bezeichnen durch;; den Vektor, der die Mittelpunkte der Kugeln Nummiemd ;j verbindet, d. h|d@;;| = a;; = r; + ;.

Durch Quadrieren der Vektorgleichuag = do; — do, findet man das Skalarprodukt

— — 1 2 2 2
dop; - doj = 5(%1‘ + ag; — ag;) - ®)
Wir habenn Vektorenagi, agz, . . . , agn, die in einemn-dimensionalen Raum liegen, d. h. sie sind linear abhangig. Daraus

folgt, dass ihre Gramsche Determinante (J. Gram 1850-1916, danischer Mathematiker) gleich Null ist:

ap1-aop1 Ap1r-Q@o2 - Apl- Aon
Qp2- Qo1 Qo2° Go2 -+ Q02" AOn| _ 0
aon * A1 agn * A2 e Aon* Aon
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Hier setzen wiK5) ein und erhalten (jede Zeile wurde mit 2 multipliziert):

2 2 2 2 2 2 2
2a5, apy +agy —aipy -+ agy +ag, —ay,
2 2 2 2 2 2 2
D — ap; + Ggy — Aia 2ag, Tt Qg T Ggg — G| 0
2 2 2 2 2 2 2
agy + g, — A1p Ao T Ao, — A, - 2apy,

Diese Gleichung ist gleichwertig zu der Determinaptet 2)-ten Grades:

0 a3 -+ a3, 1
a3, 0
Diyo =] (D) =0,
a?, 0
0O --- 0 0

wobei der eingerahmte Teil die zur Determinaitg gehdrende Matrix sein soll. Die erste Zeile wird nun von jeder anderen
Zeile auler der letzten subtrahiert; das Gleiche wird mit den Spalten getan. Es ergibt sich

0 agl cee a%n 1
a%l 0 e a%n 1

. . . =0,
a‘(QJn a%n e 0 1

1 1 ... 1

Lwegen der Nullen in der letzten Zeile und Spalte tragen nur die beiden Einsen und die innere Matrix zur Deteiithinanbei.
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wobei auRerdem alle Vorzeichen umgedreht wurden. Wir multiplizieren jetzttdieile mitk? und diej-te Zeile mitk?
(i,j = 0,1,...,n). Dabei entstehen die Termg, - k?k7 = (r; +1;)°k7k; = (& + ,}j)%?kﬁ = (ki + kj)%

0 (ko +k1)? - (ko+kn)? Kp
(ko + k1)2 0 s (kl + kn)2 ]{1%

: : : =0,
(kO + kn)z (kl + kn)2 e 0 k?z

K2 - I

Jetzt subtrahieren wir die letzte Zeile und Spalte von allen anderen. Wenn man dann die letzte Zeile und Spalte noch verdop-
pelt, ergibt sich

—2k%  2koky -+ 2kok, 2K3
2koky  —2k? .- 2kik, 2k}
: : K : ;| =0.
2kok,, 2kik, - —2k2  2k2
2k3 2k% oo 2K 0
Schlief3lich dividieren wir dié-te Zeile durch; und diej-te Spalte durclt; (i,j = 0,1, ...,n — 1) und kiirzen alle Zweien:
-1 1 ... 1 ko
1 -1 .- 1 Kk
Lo =0
1 1 - =1 ky
ko ki - kn O
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Diese Gleichung hat die Form

P, - (]4}8 =+ k% —+ 4 k‘%) + 2Qn . (ko]ﬁ + koko + -+ + kn—lkn) =0 (6)
-1 1 1 - 1 1 1 r - 1
1T =1 1 - 1 1 -1 1 - 1

mt P,:=—|1 1 -1 -- 1| und Q,:=|1 ! -1 - 1
111 e 1 111 -

Jetzt zeigen wir, dasB, = —(n — 2)Q,, ist: Addieren wir zur erste Zeile i®,, alle anderen Zeilen, dann wird jedes Element
der ersten Zeile gleich — 2.

Aus(5)folgt (n —2) - (kg + k3 + -+ k2) =2 (kok1 + kok2 + - - - + kn—1k,,) oder nach Umformung
(n—1)(kg +ki+- - +k2)=(ko+ki+ - +ky)>.

Anmerkung: Die Formel(4) ist im Prinzip auch richtig, wenn sich Kugeln von innen beriihren. Man kann diese beide Falle
zusammenbringen: Wir vermuten, dass die Gleichung danfkfli= Ti gilt, wobei k; und k; dasselbe Vorzeichen haben,

wenn die entsprechenden zwei Kugeln einander von aufRen bertihren, und verschiedenes Vorzeichen haben, wenn sie einand
von innen berihren.

Zum Schluss stellen wir noch eine interessahtégabe:

Die Mittelpunkte dreier Kreise, die einander von au3en beriihren, bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Umfang 2s. Man

berechne den Radius des Kreises, welchen diese drei von innen beriihren.
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Immer Arger mit den Dreiecken ...

Wer kennt das nicht? Man nimmt sich mal wieder ein paar Minuten Zeit und versucht sich an der LosuNgUWREZEL -

Aufgaben auf der letzten Seite der neusten Ausgabe. Am besten fangt man mit der Geometrie-Aufgabe an. Da kann man
wenigstens eine kleine Skizze machen, um sich den Sachverhalt zu veranschaulichen. So kommt einem etwas leichter die
notige Lésungsidee.

Gesagt, getan: ,Gegeben sei ein DreietBC ..." Unser erster Versuch sieht etwa so aus
(siehe Skizze). Naja, das war nicht so gelungen. Immerhin sieht das Dreieck ungeféahr gleich-
seitig aus. Das ist schlecht, denn durch so einen Spezialfall wird man schnell dazu verleite
mit unbewiesenen Annahmen zu arbeiten, die man falschlicherweise aus der Skizze abgeles
hat.

Also, Versuch Nummer zwei. Auch nicht gerade besser: Jetzt ist es beinahe rechtwinklig, also
wieder untauglich fur eine Beweisskizze. Wir lassen uns nicht kleinkriegen und versuchen es
noch einmal.

Nun haben wir ein fast gleichschenkliges Dreieck. Uns verlasst die Geduld. Vielleicht soll-
ten wir doch lieber mit einer anderen Aufgabe anfangen, denken wir uns, denn so langsa
beschleicht uns das Gefuhl, wir hatten es mit einem tieferen Prinzip zu tun.
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In der Tat, dahinter scheint sich viel zitiertes
M URPHYs Gesetz;Was schief gehen kann, geht auch schief.”

zu verbergen. In diesem Beitrag werden wir der Sache auf den Grund gehen und dieses ,,Gesetz" fir unsere Situation ,bewei-
sen“. Dazu parametrisieren wir alle Dreiecke in geeigneter Weise und zeigen, dass bei einer gewissen Toleranz jedes beliebige
Dreieck einem Spezialfall gleichkommt. Das mag zunéchst entmutigend erscheinen. Wir machen jedoch aus der Not eine
Tugend und konstruieren wenigstens ein ,maximal gewdhnliches" Dreieck, das moglichst weit von den obigen Spezialfallen
entfernt liegt und so die bestmdgliche Skizze eines beliebigen Dreiecks liefert.
Zunachst sei gesagt, dass es geniigt, die Dreiecke bis auf Ahnlichkeit zu betrachten. Die oben aufgefiihrten Spezialfille
(gleichseitig, rechtwinklig und gleichschenklig) sind ja allesamt durch spezielle Winkel gekennzeichnet und damit unabhéangig
von der absoluten GréRRe des Dreiecks.
Um Klassen &hnlicher Dreiecke zu parametrisieren, ist es nahe liegend, einfach zwei Winkel zu wahlen. Diese nennen wie
ohne Beschrankung der Allgemeinheitind 5. Der dritte Winkely ist dann durch die Innenwinkelsummet 3+~ = 180°
festgelegt.
Zwei freie Parameter legen eine Darstellung der mdglichen Dreiecke als Punkte in der Ebene nahe. Dafir bietet sich ein
schiefwinkliges Koordinatensystem mit dem Koordinatenwir@! an. Dieses ermdglicht namlich eine gleichberechtigte
Darstellung aller Innenwinkel, wie wir gleich sehen werden.
In einem schiefwinkligen Koordinatensystem hat man im wesentlichen folgende Méglichkeiten, einen Punkt mit Koordinaten
zu versehen (vergleiche Abbildurdd;
e Man zeichnet zwei achsenparallele Geraden durch den Punkt, welche die beiden Achsen in je einem Punkt schneiden, und
liest die Koordinaten
— als Langen der Achsenabschnitte vom Ursprung zum jeweiligen Schnittpunkt; oder
— als Langen der Strecken vom Purk&us zu den Schnittpunkten

ab.
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v

Abbildung 1: Verschiedene Koordinatensysteme

e Man fallt von dem PunkP aus die Lote auf die beiden Achsen und liest die Koordinaten
— als Achsenabschnitte vom Ursprung zu den entsprechenden Lotful3punkten; oder
— als Langen der zugehdrigen Lote

ab.

Fur ein kartesisches (=rechtwinkliges) Koordinatensystem fallen alle Moglichkeiten zusammen. Im vorliegenden Fall ent-
scheiden wir uns fiir die letzte — weil einfachste — Variante. Man macht sich aber leicht klar, dass die vorletzte Alternative
keine gleichberechtigte Darstellung der drei Innenwinkel liefert und dass die ersten beiden Mdéglichkeiten auf das selbe Er-
gebnis fihren.

Wir wahlena und 5 als Koordinaten. Dann ist der fiir Dreiecke zuléssige Bereiehg + v = 180° durch ein gleichseitiges
Dreieck gegeben, welches von den Koordinatenachsen sowie den Geraden durch di¢Ruhkte(180°,0) und(«, 8) =

(0,180°) berandet wird, wie in Abbildund rechts zu sehen. Wir werden es im Folgenden ,unser* Dreieck nennen, um
Verwechslungen mit all den vielen anderen Dreiecken in diesem Artikel auszuschlief3en.

Den dritten Innenwinkety kann man nun in gleicher Art und Weise als Lotlange zur verbliebenen Seite unseres Dreiecks
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ablesen. Dann muss die Summe der drei Lote, die ja die Innenwinkelsumm8&dfodarstellt, unabhéngig von der Lage des
Punktes sein. Wir formulieren dazu folgende

Ubungsaufgabe: Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck. Man beweise, dass die Summe der Langen der von einem beliebigen
Punkt in dessen Innern auf die Seiten gefallten Lote unabhéngig von der Lage dieses Punktes bleibt. Tipp: Man betrachte
die Flacheninhalte der durch den Punkt entstehenden Teildreiecke.

Ein Punkt im Innern unseres Dreiecks stellt jetzt eine Klasse &hnlicher Dreiecke dar. Das ist ein Dreieck mit all den zu ihm
ahnlichen Dreiecken, charakterisiert durch zwei ihrer Innenwinkel.

Jetzt kbénnen wir uns lberlegen, wo man in diesem Diagramm (siehe Abbiblumgere Spezialfalle wiederfindet

e Die gleichseitigen Dreiecke = 3 = v = 60° finden sich in nur einem Punkt — dem Mittelpunkt unseres Dreiecks —, da
sie alle ahnlich sind.

e Die gleichschenkligen Dreiecke = 3, 3 = v sowiey = « bilden die H6hen unseres Dreiecks.
¢ Die rechtwinkligen Dreiecke: = 90°, 5 = 90° sowiey = 90° bilden die Seiten des HohenfulRpunktdreiecks.
¢ Die entarteten Dreiecke = 0, 5 = 0 sowiey = 0 bilden die Seiten unseres Dreiecks.

AuRerdem finden sich innerhalb des HohenfuRpunktdreiecks die spitzwinkligen und aufRerhalb die stumpfwinkligen Dreiecke
wieder.

Jetzt kdnnen wir uns der eingangs gesetzten Aufgabe zuwenden: Um welchen S\iakel man sich maximal von einem
Spezialfall entfernen, ohne sich einem anderen Spezialfall zu nahern? Welches ist dann das bestmaégliche allgemeine Dreieck”
Offensichtlich bilden alle Dreiecke, deren Innenwinkel jeweils maximal um einen B&trag denen des gesuchten Dreiecks
abweichen, gerade ein Sechseck mit je drei zu den Seiten unseres Dreiecks parallelen Seiten. Somit suchen wir jetzt derartige
Sechsecke mit mdglichst gro3eindie keinen Spezialfall enthalten. Dafur gibt es (bis auf Vertauschung der Winkel) genau
zwei Moglichkeiten; eine fur spitz- und eine fur stumpfwinklige Dreiecke. Wir Gberlassen es dem geneigten Leser als eine
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stumpfwinklig

N

rechtwinklig

gleichschenklig

spitzwinklig

Abbildung 2: Das ,,Dreieck der Dreiecke”
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weitere Ubungsaufgabe, die Koordinaten und damit die Innenwinkel der entsprechenden Dreiecke zu bestimmen. (Vorsicht!
Man beachte, wie die Winkel abgelesen werden.) Das Ergebnis lautet:

e Das bestmdgliche nicht-spezielle spitzwinklige Dreieck besitzt die Innenwinkel
40°, 60° und  80°

Der Abstand zu den Spezialfallen betréagt 10°.

e Das bestmdgliche nicht-spezielle stumpfwinklige Dreieck besitzt die Innenwinkel

18°,  54° und  108° N

Der Abstand zu den Spezialfallen betréagt 18°.

Das stumpfwinklige ist ganz akzeptabel, aber das spitzwinklige sieht immer noch ganz schon rechtwinklig aus. Nichtsdesto-
trotz sind wir damit zufrieden und kénnen uns ruhigen Gewissens wieder der Lésung der Geometrie-Aufgaben widmen. Nur
eine Bemerkung noch: Naturlich ist die Abbildung aller Dreiecke in der oben dargestellten Weise etwas willkirlich. Es wéren
sicher noch weitere Arten moglich — etwa eine, die der subjektiven Wahrnehmung des menschlichen Betrachters gerecht wird.
Fordert man jedoch Linearitat und Gleichberechtigung in den drei Winkeln, so ist die diskutierte die einzige Darstellung.

Vielleicht schneidet sich ja die eine oder der andere nun nach dem Lesen dieses Artikels zwei kleine Schablonen mit diesem
Lhormalsten” Dreiecken und erspart sich so zukiinftigen Arger mit Geometrieaufgaben iiber DreieckéWILRZEL .

Bjorn Hendriks, Braunschweig
Konrad Schobel, Jena
(Erschienen in Heft 09+10/02)
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SoMalLa

DasSommer-MaLa 2002fand vom 20. 7. bis zum 29. 7. 2002 in Schafhausen statt. Und wer sich fragt, ob man den Ort
kennen sollte: Nein! Er liegt idyllisch in dem Thuringer Teil der Rhon circa 20 Kilometer westlich von Meiningen, wo sich
auch der nachste Bahnhof befindet. In &hnlich grof3er Entfernung gibt es einen baumlosen Streifen — ehemals deutsch-deutsch
Grenze genannt.

In dieser abgelegenen Gegend in einem ganz und gar nicht stadtisch wirkenden
Dorfchen trafen sich also Ostthiringer Schiller und Studenten, um Mathematik
und Einiges drumherum zu betreiben.

Mathematik war fir die Schiler nicht etwa diese langweilige Schulmathematik,
sonderninteressante Themendie die durchfihrenden Studenten aus eigener
Erfahrung wie dem Studium kennen und den Schiilern vortrugen. Jeden Tag
zwei Doppelstunden schéne Mathematik waren fiir alle angenehm und legten
den Grundstein fur die Tagesplanung.

Die Freizeitaktivitaten hatten also nur am Nachmittag Platz. Dafur wurde diese
Mdoglichkeit rege genutzt. Man spielte Tischtennis und FufRball und Schach und
Dame und Siedler von Catan und Zértz uddrja Pussi und Volleyball und
undund...

Einige Spiele und Freizeitaktivitaten waren Ideen der Studenten. Sdatigerallye. Bei diesem Spiel missen in Teams
gegeneinander mathematische Aufgaben geldst werden. Dazu wurden zunéchst die Schiiler in drei Manschaften aufgeteilt. In
jeder gab es des Weiteren drei Untereinheiten, die aus altersgleichen Schiilern bestanden. Es gab eine Gruppe 8./9. Klasst
eine 10. Klasse und eine fur die 11er und 12er. Auf einer Wiese wurden anschlie3end in ausreichend grofRer Entfernung
voneinander drei Punkte ausgewahlt.
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Zu einem dieser Punkte gingen alle Acht- und Neuntklassler, zu einem anderen die Zehntklassler und zum dritten Punkt die
Elft- und Zwdlftklassler. Jedes Team musste 30 Aufgaben Iésen — zehn pro Altersgruppe. Am Anfang erhielt man jedoch nur
drei Aufgaben.

Wenn man eine Aufgabe geldst hatte, musste man zu einem anderen Punkt gehen um die Lésung auf Richtigkeit Gberprifen
zu lassen. Die 8er und 9er mussten zu dem Punkt der 11er und 12er gehen, die 10er zum Punkt der 8er und 9er und die 11e
und 12er mussten sich zum Punkt der 10er aufmachen. Stimmte die Losung, so erhielt man drei Punkte, und die Teampartnel
an dieser Station bekamen die néchste Aufgabe. War die Losung falsch, musste man zurtick zu seinem Punkt gehen und e
erneut versuchen, erhielt diesmal fir die richtige L6sung aber nur noch einen Punkt.

Aber so wére das Spiel ja noch viel zu einfach. Wie von einer gré3eren Anzahl an Rateshows bekannt, gab es natirlich auch
noch einen Joker. Um den Joker zu aktivieren, musste die ganze Gruppe in einer bestimmten Richtung um die Spielflache
laufen. Sobald der Joker aktiviert war, konnte man ihn dann bei einer beliebigen Aufgabe einsetzen um die doppelte Punktzahl
zu erhalten.

Eine Nachmittagsbeschéftigung war, dass einige von uns ins ,nahe gelégemeimmbad gingen. Leider wussten wir

den Weg nicht so genau, und so dauerte es circa eineinhalb Stunden, bis wir dort waren.

Im Bad war das Wasser kiihl, so dass erst nur die Mutigen hinein gingen. Spater war es aber fir alle ein groRer Spal3. Nebenbe
erfuhren wir, dass Michael Schumacher den Grand Prix und somit die Weltmeisterschaft gewonnen hatte. Denn ein sehr
schlauer Schumi-Fan startete am helllichten Tag ein Feuerwerk, welches man nur mit Mihe erkennen konnte.

Z u den Hohepunkten des Mathelagers gehdrten natirlich wieder einmBedgsund dasAbschlussfest Neben vielen
altbekannten MalLaSpielen wurde dieses Mal zur Eroffnung Dame gespielt. Aber nicht wie sonst mit kleinen Holz-, Plastik-
oder Elfenbeinfiguren, sondern mit echten Menschen.

Dazu wurde zuerst mit Kreide ein Spielfeld aufgemalt. Es gab weil3e — also ausgemalte — und schwarze Felder. Da die Kreide
nicht so perfekt auf dem Boden hielt, spielten wir auf den schwarzen Feldern.
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Zu jedem Team gehorte neben den Steinen auch ein Spielfiihrer. Diese verloren jedoch relativ friih den Uberblick Giber das
Spiel. Als Damen wurden die Studenten ,missbraucht®, um einen klaren Kontrast zu den restlichen Spielern herzustellen. Am
Lagerfeuer ging es dann weiter bis spatin den Abend ...

Am nachsten Tag konnten wir etwa eine Stunde langer schlafen, de@adiagswanderungstand auf dem Plan. Wir
wanderten frisch, fromm, fréhlich und frei durch die Rhén. Wir kamen an die ehemalige Grenze, die man vom Weiten gar
nicht erkennt, bis man in einer baumfreien Schneise steht, die nur langsam aufgeforstet wird.

Rast haben wir an einer Ruine gemacht, bei der wir uns auf die Aulenmauer setzten um die schdone Aussicht zu genief3en. Kur:
vor Schafhausen trennten sich unsere Wege, denn einige konnten es gar nicht erwarten, wieder zuriick am Ausgangspunkt zi
sein.

Anderen gefiel die Rhdn so gut, dass sie sich noch auf den Weg zu einem Aussichtsturm begaben. Dort angekommen, untersag
te es einem der eigene Uberlebenswille, den Turm auch noch zu besteigen. Denn dieses Geb&ude war arg heruntergekomme
AuRenmauern fehlten gar ganz und die Leiter, welche auf die erste Ebene flihrte, hatte schon einige gebrochene Sprossen
Diese Leiter war Ubrigens die einzige noch vorhandene und brachte einen auf eine Hohe von nicht mal 3 Metern . ..

Nach diesem R(h)einfall gingen wir wieder Richtung Schafhausen — auf schnurgeradem Weg natirlich. Das heif3t soviel, wie
dass wir keine Brennnesselwiese auslief3en. Dies bereitete vor allem den Tragern kurzer Hosen besonders grof3e Freude. Trot
des weiteren Weges kam die wanderfreudigere Gruppe zuerst am Ziel an. Das anschlieRende Abendessen war auf alle Falls
fur jeden eine ganz besonders grol3e Freude ...

Alles in allem war es wieder einmal efiolles Mal.a — so ganz weit weg von grof3stadtischer Zivilisation!

Martin Horatschek und Andreas Kiibel, Jena
(Erschienen in Heft 12/02)
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Ldsungsbedingungen fur die/WURZEL -Aufgaben

Die Loésungen sind — jede Aufgabe auf einem gesonderten Blatt, versehen mit Name und Adresse — unter dem Kennwort
~Wurzel-Aufgaben” an die Redaktion zu senden. Wer an einer Ricksendung seiner korrigierten Aufgaben interessiert ist, lege
bitte einen frankierten Briefumschlag bei.

Alle Aussagen sind zu beweisen, unbewiesen verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Natirlich kénnen auch unvollstandige
Lésungen eingesandt werden.

In den Heften 3+4 und 9+ 10 erfolgt dann jeweils die Auflosung der Aufgaben. Einsendeschluss dazu ist der 1. Februar
bzw. der 1. August. Jedoch wére das friihere Einsenden wiinschenswert, weil es die Arbeit der Redaktion erleichtert. Aul3er
einer Losung veroffentlichen wir auch eine Ubersicht (iber alle Leserinnen und Leser, welche vollstandig richtige Lésungen
eingesandt haben.

Hinweise flr Autoren

Die Redaktion dey WURZEL freut sich, wenn Leser der Zeitschrift als Autoren mitwirken méchten und Artikel zur Verof-
fentlichung einsenden. Alle eingehenden Artikel werden geprift, ihre &ul3ere Form spielt dabei keine Rolle.

Ebenfalls sehr erwiinscht sind Vorschléage fur Aufgaben, wenn maoglich (aber nicht Bedingung) mit Losung.

Sie als Autor kdnnen die Drucklegung lhres Textes erleichtern, wenn Sie uns den Text in einer maschinenlesbaren Form
(auf einer DOS-kompatiblen Diskette oder Giber E-Mail) Gbermitteln. Das File sollte nur druckbare ASCII-Zeichen enthalten,
insbesondere keinerlei Steuerzeichen eines Textverarbeitungssystems.

Verfligen Sie jedoch uUbefTEX, freuen wir uns selbstversténdlich, wenn Sie uns gleich.tein -File senden. Die aktuelle Version
unserer Klassendateigwurzel.cls ) finden Sie auf unserer Homepage unter ,Autorenhinweise”, falls Sie das Layout schon sehr
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genau vorbereiten mdchten. Es dirfte aber fur die meisten Félle vollig ausreichen, wedoc8raentclass[10pt]{article}

in Verbindung mitlusepackage[ngerman]{babel} und\textheight492pt sowie\textwidth115mm  verwenden.

Sie brauchen sich nicht um Kopf- und Ful3zeilen sowie Seitennummern zu sorgen. Verwenden Sie bitte keine gkakeniriandos,
markieren und kommentieren Sie verwendete Makros, und schicken Sie alle Nicht-Standard-Elemente, die Ihr Text benutzt, vollstéandig
mit — z. B. eigene Style-Files oder spezielle Fonts.

Wenn Sie ein anderes Textsatzsystem/ddverwenden und Zweifel daran haben, ob aus lhrem (nur) ASCII-File das ge-
wuinschte Aussehen des Textes richtig hervorgeht, senden Sie uns aul3erdem zur Sicherheit einen Ausdruck des Artikels mit.
In jedem Fall bemihen wir uns, das Layout entsprechend lhren Vorstellungen und den Gepflogenheiten der Zeitschrift zu ge-
stalten. Um die Redaktionsarbeit zu beschleunigen, werden keine Korrekturfahnen versandt, wenn Sie dies nicht ausdriicklich
fordern.

Sollten Sie die eventuelle Veroffentlichung lhres Beitrags auf den WWW-Seite/A\WERZEL nicht wiinschen, bitten wir
Sie um eine entsprechende Mitteilung bei der Einsendung des Manuskriptes.

Nach Erscheinen eines Artikels erhalt der Autor drei Freiexemplare (bei Aufgaben ein Freiexemplar) der betreffenden Aus-
gabe. Weitere Hefte kdnnen zum normalen Verkaufspreis bestellt werden.

Ihrer/ WURZEL -Redaktion
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Aufgaben

L2 \ Oleg Faynshteyn, Leipzig
Welche Zahl ist groRep002! oder10022002?

L3 \ Zeitschrift ,Paradox" 2/2001, Melbourne/Australien
Man beweise, dass der Neujahrstag haufiger auf einen Sonntag als auf einen Samstag fallt.

111 \ Hans Rudolf Moser, Birglen/Schweiz
Man ermittle die Summe der unendlichen Reihe

> . 1 1 1 1 1 1
1 —1)7 R [
+Z¥ )<@—1+@+1> 5 57719

113 | Prof. Sefket Arslanagi Sarajevo
Esseir; >0,i=1,2,...,n,undzy + 25 + ... + 2, = n. Man beweise, dass gilt:

n
< .
1+xf‘§§l+m

i=1

114 \ Boris Houska, Viermiinden

Genau sieben der acht Ecken eines Polyeders liegen auf einer Kugel. Man zeige, dass dieses Polyeder mindestens eine
dreieckige Seitenflache besitzt.

139 | Michael Mébiusf, Sulzbach/Main
Man bestimme alle Lésungen der diophantischen Gleicddng- 29y = 5.
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118 | Georg Wille, Halle

Wenn in jedem siebten Ei eine von zehn gleichwahrscheinlichen Sammelfiguren steckt, wie viele Eier muss m
schnittlich kaufen, um einen kompletten Satz aller zehn Figuren zu erhalten?

zehn Figuren zu bekommen?

an durch-

Zusatz: Wie viele Eier muss man kaufen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% einen kompletten $atz aller

121 \ Oleg Faynshteyn, Leipzig

.1‘2

Man berechne die Stammfunktion vgz) = (omz  cosa)?”
rsimax ST

128 \ Martin Schneider, Salzburg/Osterreich

Man betrachte Naherungen der Zathldie sich mit ganzen Zahlen und den Operationen-, -, +, =¥, \/, | ausdriicke
lassen. Dabei bezeichne

a die Anzahl der insgesamt verwendeten Ziffern und

b die Anzahl der ,korrekten* Nachkommastellen der Naherung.

Der Quotienty seic genannt.

Beispiele: Fur die Naherungf = 3,14286... gilta = 3,b=2,c = 3, und fir232 = 3,1415929... gilta =b=6,c = 1.
Gesucht sind Naherungen der Zahhit ¢ < 1.

=

136 | Dr. Friedhelm Gotze, Jena

Gegeben sei eine Kugdt' mit Radiusr. Unter allen geraden Pyramiden mit quadratischer Grundflache (Grundka
Pyramidenhthe), welche K so umschlieBen, dass ihre fiinf Begrenzungsflachen die Kugel tangieren, finde man
dem kleinsten Rauminhalt.

Man weise au3erdem nach, dass genau diese Pyramide unter allen anderen auch die kleinste Oberflache besitzt,

ante
ene mit
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